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摘要
実機レベルの大規模燃焼解析の実現に向けて，詳細な燃焼現象の再現と計算負荷の低減を両立
するため，事前もしくは計算中に作成する熱化学量のテーブルを数値計算に活用する，Tabulated
chemistry と呼ばれる分野の数値解析手法が期待されている．これらの手法では複雑な現象の考
慮や並列計算処理に伴うテーブルのメモリ使用量やデータの検索時間の増加が大きな課題である．
Tabulated chemistryに基づく手法として広く用いられる Laminar amelet modelでは，乱流
火炎構造が代表的な層流火炎構造で近似可能であるという仮定のもと，層流対向流拡散火炎の詳
細解析から事前作成したテーブルを数値解析に活用する．Laminar amelet modelをもとに，複
雑な現象を考慮する様々な拡張モデルが提案されているが，拡張モデルでは式の追加やテーブル
の入出力変数の増加により，メモリ使用量の問題が顕在化する傾向がある．その中でも，圧縮性
Flameletモデルはテーブルの出力変数に各化学種質量分率を選ぶことで，動力学的圧力の影響を
考慮する圧縮性流体解析と組み合わせ，反応性流体の圧力伝播の再現を可能にするが，反応を構
成する化学種数の増加に伴いテーブルが大規模化し計算性能の低下（計算時間とメモリ使用量の
増大）が特に深刻となる．
本研究では，圧縮性 Flamelet モデルに対する新たな定式化を提案し，人工ニューラルネット
ワーク（Articial neural network，ANN）を活用することにより，本モデルを用いる数値解析
の計算性能向上を試みる．まず，エネルギー輸送方程式の熱流束項に着目し，連鎖律に基づく新
たな二つの定式化を提案する．次に，これらの定式化との相乗効果を生むような ANNの活用方
法を提案し，従来の線形補間による方法との比較を行う．提案方法の計算精度および計算性能を，
層流対向流拡散火炎やドイツ航空宇宙センターのスクラムジェットエンジン試験燃焼器を対象と
した数値解析と比較することにより評価を行う．
本論文は全 7章で構成される．各章の概要を以下に示す．
第 1章は「序論」と題し，本研究の背景と目的を説明する．Tabulated chemistry の重要性と
課題，圧縮性 Flameletモデルを含む Flamelet based modelの研究動向，Tabulated chemistry
に対する ANNの活用事例を説明する．
第 2章は「燃焼数値解析の基礎理論とモデル化」と題し，混合気体の流れの支配方程式の導出，
Flamelet based modelの基礎理論，圧縮性 Flameletモデルを用いる数値解析における圧力伝播
の再現メカニズム，本研究の LES解析の乱流のモデル化を説明する．
第 3 章は「圧縮性流体解析ソルバの構築」と題し，有限体積法に基づく圧縮性流体解析ソル
バの構築について説明する．また，本ソルバにおける混合気体の流れの支配方程式の取り扱いや
Flameletテーブルの活用に要する計算手順，非粘性流束・粘性流束の算出方法，時間進行法など
についてまとめる．
第 4章は「連鎖律に基づく定式化の提案」と題し，エネルギー輸送方程式に含まれる熱伝導や
エンタルピの異なる化学種の分子拡散によるエネルギー輸送項の一部を，連鎖律に基づき分解す
る二つの定式化（form1，form2）を提案する．定式化 form1では，各化学種質量分率の空間勾配
を，テーブルの入力変数方向の各化学種質量分率の偏微分値と，テーブルの入力変数の空間勾配
に分解する．出力変数を各化学種質量分率とする従来のテーブルを微分可能な関数で近似するこ
とで，前者をテーブルの近似関数の微分から算出し，後者のみを数値解析から得ることで各化学
種質量分率の空間勾配計算を効率化する利点がある．定式化 form2では，各化学種の比エンタル
ピの空間勾配の総和を，テーブルの入力変数方向の比エンタルピの偏微分値の総和と，テーブル
の入力変数の空間勾配に分解する．前者を出力するテーブルを事前作成し，後者のみを数値解析
から得ることで化学種数の増加に伴う計算負荷の増加を抑制する利点がある．
第 5章は「人工ニューラルネットワークの活用」と題し，前章で提案した定式化との相乗効果
を生む ANNの活用方法とその精度評価について説明する．まず，本研究における ANN活用の
有効性を裏付けるため，厳密解が既知のテスト関数とその偏微分値に対して ANNと線形補間に
よる近似性能の比較を行う．この結果から，ANNは線形補間に比べて計算時間がかかるものの，
数値解析に組み込む上で問題ない範囲であり，メモリ使用量を大幅に低減することを示した．ま
た，ANNの隠れ層のニューロン数を増やすことにより，線形補間よりも高精度にテスト関数とそ
の偏微分値を算出可能であることを示した．
続いて，定式化 form1のテーブルに ANNを活用する方法について，水素-空気化学反応モデル
の層流対向流拡散火炎の解をもとに，化学種を 5種類のグループ（不活性ガス，燃料，酸化剤，生
成物，中間生成物）に分け，各グループに対応する ANNを作成した．ANNの予測値と層流対向
流拡散火炎の解の比較から，ANNの算出温度の最大相対誤差が約 3.88%，混合気体のガス定数の
最大相対誤差が約 1.00%であり，数値解析に用いる上で十分な精度を得られることを示した．
さらに，定式化 form2のテーブルに ANNを活用する方法について，水素-空気化学反応モデル
の層流対向流拡散火炎の解をもとに ANNを作成した．ANNの予測値と層流対向流拡散火炎の解
の比較から，ANNの算出温度の最大相対誤差が約 0.607%，混合気体のガス定数の最大相対誤差
が約 0.404% であり，数値解析に用いる上で十分な精度を得られることを示した．また，圧縮性
Flameletモデルの計算性能の向上には定式化 form2に基づく方法の有効性が高く，支配方程式に
熱化学量の空間勾配を含む項が増加する圧縮性 Flamelet モデルの拡張モデルなどでは，定式化
form1に基づく方法の有効性が高まることを示した．
第 6 章は「スクラムジェットエンジン試験燃焼器を対象とする数値解析」と題し，圧縮性
Flamelet モデルの従来方法と定式化 form2 に基づく提案方法を用い，スクラムジェットエンジ
ン試験燃焼器の数値解析を実施し，計算精度および計算性能の評価を行う．まず，実験値および
先行研究の計算結果と本計算結果の比較を行い，定式化 form2 に基づく方法が従来方法に対し，
計算領域の密度勾配・軸方向流速・温度分布を，計算精度を落とすことなく算出することを示し
た．続いて，定式化 form2のテーブルに ANNを活用する場合には，従来方法に比べ計算時間を
約 0.946倍，メモリ使用量を約 0.508倍に低減することを示した．また，本結果は水素-空気化学
反応モデル（9化学種）に対するものであるが，提案方法では化学種数に依存する計算手順を完全
に排除しているため，炭化水素燃料の燃焼現象のように考慮する化学種数が多い場合には，計算
性能の優位性がさらに大きくなることを示した．
第 7章は「結論」と題し，本研究で得られた知見を総括する．
以上のように，本研究の新たな定式化の提案と ANNの活用により，圧縮性 Flameletモデルを
用いる数値解析の計算精度を落とすことなく計算性能の向上（計算時間およびメモリ使用量の低
減）を実現した．本成果により，超音速燃焼や燃焼振動の再現に必要不可欠な反応性流体における
圧力伝播を，燃料や酸化剤の組成によらず，従来よりも高効率に再現することが可能となる．本
成果は航空宇宙機や自動車，発電など様々な分野の燃焼技術の発展に資するものである．　　

記号表
本論文における主要な記号を以下に記載する．記載のない記号については文中の説明に従う．
Nomenclature
a [m=s] : sound speed
am; bm [ ] : temperature polynomial coecient
c [mol=m3] : molar density
Cp [J=kg=K] : specic heat at constant pressure
Cs [ ] : Smagorinsky model constant
C [ ] : mixture fraction variance constant
D [m2=s] : diusion coecient
d [m] : distance to closest wall
DT [m
2=s] : thermal diusion coecient
Da [ ] : Damkohler number
E [J=kg] : total energy per unit mass
e [J=kg] : internal energy per unit mass
F [ ] : inviscid ux vector
f [ ] : function
fi [N] : external force
Fv [ ] : viscous ux vector
G [ ] : lter function
H [J=kg] : total enthalpy per unit mass
h [J=kg] : specic enthalpy
Hi [kg=s
3] : enthalpy ux
I [ ] : identity matrix
J [ ] : Jacobian matrix
Ji [kg=m
2=s] : diusion ux
k [J=kg] : turbulent energy per unit mass
Ka [ ] : Karlovitz number
Nomenclature
l [m] : length
Ls [m] : mixing length
Le [ ] : Lewis number
M [ ] : Mach number
m [kg] : mass
N [ ] : number of species
Na [ ] : number of atoms
p [Pa] : pressure
Pr [ ] : Prandtl number
Q [ ] : conserved quantity vector
qi [kg=s
3] : heat ux
qR [kg=s
3] : radiation heat ux
R [J=kg=K] : mixture gas constant
R0 [J=mol=K] : universal gas constant
Re [ ] : Reynolds number
S [m2] : cell area
Sc [ ] : Schmidt number
Sij [1=s] : strain rate tensor
sL [m=s] : laminar ame speed
T [K] : temperature
T [ ] : rotation matrix
t [s] : time
ui(u; v; w) [m=s] : velocity component in Cartesian coordinate
V [m3] : volume, cell volume
Vi [m=s] : diusion velocity
v0 [m=s] : RMS value of turbulent velocity uctuations
W [kg=mol] : molecular weight
Wa [kg=mol] : atomic weight
X [ ] : mole fraction of species
xi(x; y; z) [m] : Cartesian coordinate
Y [ ] : mass fraction of species
Z [ ] : mass fraction of atoms
Zi [kg=m
2=s] : mixture fraction ux
r [ ] : Nabla operator
 [ ] : heat capacity ratio
Nomenclature
 [m] : grid width
ij [ ] : Kronecker delta
 [m2=s3] : energy dissipation rate
 [ ] : von Karman constant
 [W=m=K] : thermal conductivity
 [Pa  s] : viscosity
v [Pa  s] : bulk viscosity
0 [Pa  s] : viscosity at reference temperature of Sutherland law
 [m2=s] : kinematic viscosity
r [ ] : stoichiometric coecient of element
 [ ] : mixture fractione00 [ ] : mixture fraction variance
 [kg=m3] : density
i [kg=s
3] : viscous work
ij [kg=m=s
2] : normal stress tensor
ij [kg=m=s
2] : shear stress tensor
 [1=s] : scalar dissipation rate
_! [kg=m3=s] : reaction rate
Subscripts
b : boundary-adjacent cells
c : chemical reaction
d : diusion
f : ame
i; j; k : index indicating Cartesian direction
m : index indicating coecient direction
n; t1; t2 : normal vector and tangent vector at the cell surface
r : reaction zone
t : turbulent
;  : index indicating species
 : Kolmogorov scale
 : mixture fraction
1 : representative physical quantity
ann; lerp : articial neural network, linear interpolation
bound : virtual cells on boundary
Subscripts
x : xed value
fuel; oxi : fuel, oxidizer
high; low : high temperature region, low temperature region
ref : reference value of Sutherland law
sgs : subgrid-scale level
st : stoichiometric ratio
Superscripts
  : spatially ltered variable
～ : Favre-averaged variable
^ : dimensional variable
Nomenclature (Beta function PDF)
Ns [ ] : number of sectionseP () [ ] : PDF of mixture fraction
;  [ ] : parameters for PDF
B [ ] : beta function
  [ ] : gamma function
n : index indicating section direction (subscript)
Nomenclature (Articial neural network)
b [ ] : bias
d [ ] : target value
E [ ] : error function
g [ ] : activation function
I; J;K [ ] : number of units
Nd [ ] : number of data
u [ ] : input units
w [ ] : weight
x [ ] : input values
y [ ] : output values
z [ ] : output units
 [ ] : local gradient
Nomenclature (Articial neural network)
 [ ] : learning rate
i; j; k : index indicating unit direction (subscript)
n : index indicating data direction (subscript)
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第 1章
序論
1.1 研究背景
航空宇宙機や自動車，発電など様々な分野の内燃機関において燃焼数値解析による燃焼現象の
解明は重要な課題である．膨大な資金や時間をかけた燃焼試験による試行錯誤を要する従来の燃
焼器開発を革新するために，実用的な燃焼数値解析技術の確立が必要不可欠である．燃焼現象の
再現には流れや化学反応およびこれらの相互作用を詳細に捉える必要があり，燃焼数値解析技術
は乱流の数値解析技術と化学反応モデルの双方の面から発展してきた．
乱流の数値解析手法は主にReynolds-averaged Navier-Stokes（RANS），Large eddy simulation
（LES），Direct numerical simulation（DNS）の三つに分けられ，着目する現象に応じていずれ
かの手法もしくは複合的な手法が選択される．RANSでは流れに対し時間的な平均処理を行い乱
流の渦の影響をモデル化する．LESでは支配方程式に空間的なフィルタをかけフィルタサイズ以
下の渦をモデル化する．DNS では Kolmogorov スケール以下の計算格子を用い渦のモデル化を
行わずに数値解析を行う．乱流のモデル化の試みは 1877 年の渦粘性近似 [1] や 1927 年の混合長
理論 [2] に始まり数値流体解析技術と共に発展してきた．RANSは混合長理論に始まり，計算機の
高性能化に伴い 1970 年代から飛躍的に研究が発展した [3]．LES は 1963 年に渦粘性近似に基づ
く Smagorinsky モデル [4] が提案され，RANS では難しい非定常現象の解明に用いられてきた．
DNSは 1972年に三次元一様等方性乱流の解析 [5] が行われ，乱流の詳細な現象解明やモデルの検
証に用いられてきた．燃焼数値解析についても RANS・LES・DNS と様々な化学反応モデルを
組み合わせることで研究が進められてきた．RANSは超音速燃焼場の定常的な温度・速度分布に
関する解析 [6,7] や航空用エンジン燃焼器の設計がエミッションに与える影響の解析 [8] など，実燃
焼器の設計や性能評価に用いられている．LES は RANS が苦手とする着火や火炎伝播・圧力伝
播などの非定常現象の再現に適しており，スクラムジェットエンジン燃焼器の衝撃波と火炎の干
渉 [9,10] や低 NOx燃焼器の燃焼振動 [11] の解明などに用いられている．DNSでは乱流よりも化学
反応の最小スケールが小さく計算負荷が著しく増加するが，水素空気予混合火炎 [12] や水素噴流火
炎 [13] の現象解明で成果を上げている．また，流体の圧縮性を考慮した乱流燃焼現象の再現に向け
1
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図 1.1 Illustration of the correlation between computer power and mechanism size [18]
図 1.2 Multi-scale nature of combustion process with a detailed kinetic mechanism [19]
た LES・DNSの解析手法の開発も積極的に取り組まれている [14,15]．
化学反応については計算機性能の向上に伴い，詳細な燃焼現象を再現する大規模なモデルが提
案されてきている．図 1.1 に計算機性能の発展と化学反応モデルの規模の比較を示す．図 1.1 よ
り，近年ではガソリンを始めとする数々の炭化水素燃料に対し 103～104 もの化学種を考慮する
モデルが提案されていることがわかる．また，図 1.2に示すように，燃焼現象には化学反応から
乱流輸送まで様々な空間スケール（およびこれらに準ずる時間スケール）の現象が含まれており，
流れの最小スケール（10 6m）と化学反応の最小スケール（10 10m）には約 104 ものオーダー
の違いが存在する．膨大な数の化学種の移流や反応を追い，流れと化学反応のマルチスケールな
現象を高速・高精度に再現するために，支配方程式の硬直性に対処する高効率な時間積分法の提
案 [16] や混合気体の輸送係数に対する簡易な混合則の提案 [17] などの研究が進められてきた．
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また，実機レベルの大規模燃焼解析の実現に向けて，このような詳細な燃焼現象の再現と計
算コストの低減を両立するため，事前もしくは計算中に燃焼反応の再現に必要となる熱化学量
のテーブルを作成し数値計算に活用する，Tabulated chemistry と呼ばれる分野の数値解析手
法が注目されてきている．Tabulated chemistry の主要な例としては，Look-up table for PDF
modeling（LUT）[20]，Intrinsic low-dimensional manifold（ILDM）[21]，Flamelet based model，In
situ adaptive tabulation（ISAT）[22]，Piecewise reusable implementation of solution mapping
（PRISM）[23]などが挙げられる.前者三つは事前に熱化学量をテーブル化する手法（LUT，ILDM，
Flamelet based model），後者二つは計算中に算出した熱化学量をテーブルに保存し再利用する手
法（ISAT，PRISM）である．ここで，Tabulated chemistryに基づく数値解析手法では熱化学量
テーブルのメモリ使用量やデータの検索時間の増加が大きな課題である．複雑な燃焼現象に対応
するためにテーブルの次元を増やすことや，並列計算のために分割した各計算領域がテーブルの
情報を有することで，そのメモリ使用量は膨大なものとなり計算自体が困難となる.
Tabulated chemistry として広く用いられる Flamelet based model の基盤をなす Laminar
amelet model では，乱流火炎構造が代表的な層流火炎構造で近似可能であるという仮定
（Flamelet concept [24]）のもと，一次元層流対向流拡散火炎の詳細解析から事前作成した熱化学量
テーブル（Flameletテーブル）を数値計算に活用し高速に乱流火炎を再現する．一般的に，燃焼数
値解析では計算時間削減のため低Mach数近似 [25] を流れの支配方程式に適用することが多く，こ
れらの支配方程式と組み合わせる典型的な Laminar amelet modelでは，数値解析から得た流れ
場の特徴量（混合分率：燃料と酸化剤の混合割合を表す変数，スカラー消散率：化学平衡からのず
れを表す変数）を入力変数として，対応する反応の特徴量（密度，温度）を Flameletテーブルの出
力変数として取得し，状態方程式から圧力を算出する．さらに，近年では Flameletテーブルの入
力変数に反応進行度を選ぶことで消炎や再着火を考慮する Flamelet progress-variable approach
（FPV）や，Flameletテーブルの出力変数に各化学種質量分率を選び，圧縮性流体解析と組み合
わせることで反応性流体の圧力伝播の再現を可能にする圧縮性 Flamelet モデル（Compressible
amelet model）など，複雑な燃焼現象に対応する様々な拡張モデルが提案されている．しかし，
これらの拡張モデルでは Flameletテーブルの入出力変数が増加するため，前述したメモリ使用量
の問題が顕在化する問題がある．
低Mach数近似を適用した流れの支配方程式では圧力として熱力学的圧力のみが扱われ，動力
学的圧力の影響は無視される．動力学的圧力の影響を考慮する圧縮性流体解析に対する Flamelet
based modelの適用を可能にした圧縮性 Flameletモデルは，燃焼器内に衝撃波の生じるスクラム
ジェットエンジン燃焼器や，時間的・空間的に正確な圧力伝播の再現を必要とする燃焼振動の解
析などに活用が期待される．しかし，圧縮性 Flameletモデルを用いる場合にはエネルギー輸送方
程式の熱流束項の算出のために各化学種質量分率の空間勾配の情報を得る必要性や，局所の化学
組成と全エネルギーから陰的に温度および圧力を算出する必要性から，Flameletテーブルの出力
変数に各化学種質量分率を設定する必要がある．これにより，燃焼反応を構成する化学種数の増
加に比例して Flameletテーブルのメモリ使用量が増加するため，Flamelet based modelの中で
3
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図 1.3 Advantages of the ANN application to tabulated chemistry
も計算負荷の増加が顕著となる．
以上の背景を踏まえ，本研究では Tabulated chemistry に含まれる Flamelet based model と
呼ばれるモデル群に着目し，その中でも特にテーブルの大規模化が顕著である圧縮性 Flameletモ
デルの計算負荷や多様な燃料・燃焼現象への適用性を改善する新たな定式化を検討する．また，
Tabulated chemistryのテーブルの大規模化の問題を解決するため，近年ではRepro-modeling [26]
や自己相似解 [27]，人工ニューラルネットワーク（Articial neural network，ANN）[28] の活用が
期待されている．本研究では，提案する新たな定式化との相乗効果を生むような ANNの活用方
法の検討も行う．
ANNは機械学習分野で着目される数学モデルの一つであり，入力・出力からなる一連のデータ
を人間の神経回路網を模擬した非線形関数の重ね合わせで表現することを特色とする．ANN の
非線形関数の性質や入力・出力データセットを適切に扱うことで，回帰や分類など様々な問題に
対応することができる．近年では ANNの重ね合わせを増加させモデルの表現力を高めた深層学
習が各分野で注目されている．図 1.3に Tabulated chemistry のテーブルに ANNを適用する利
点を示す．従来の Flamelet based modelでは Flameletテーブルから線形補間により値を呼び出
すが，ANNによる回帰を Flameletテーブルに適用する場合には，滑らかな連続関数でデータを
表現するため近似精度の向上が期待できる．また，ANNでは非線形関数の係数行列の情報のみで
データを表現するためメモリ使用量の大幅な低減も期待できる．従来の Flameletテーブルでは入
出力変数の増加に比例してメモリ使用量が増加するが，ANN ではメモリ使用量の増加率は小さ
く，類似の変化傾向をもつデータの増加に対しては ANNの規模を変えることなく対応できる場
合も多い．本研究ではこれらの利点に加え，ANNの非線形関数が微分可能である点にも着目し，
ANNの特長を活かす定式化や Flameletテーブルの形を検討する．
1.2に Flamelet based model に含まれる代表的なモデルやその研究動向，1.3に ANNに関す
る研究の歴史的経緯と Tabulated chemistryに対する活用事例の詳細をそれぞれ示す．
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図 1.4 Diusion ame structure 図 1.5 Premixed ame structure
1.2 Flamelet based model
1.2.1 火炎の基本特性
本研究では化学種や化学反応をミクロな視点で逐一追うのではなく，燃焼現象全体をマクロな
視点でモデル化することで実用的な計算時間で現象の再現を行う Flamelet based model に着目
する．ミクロな視点からすると燃焼現象の細部は燃料と酸化剤から生じる各化学種の挙動や流れ
との相互干渉から決まるといえるが，マクロな視点に立つと燃焼現象はいくつかの火炎の性質や
指標により整理することができる．Flamelet based modelにおいて燃焼現象を整理する指標や基
礎理論の説明に必要となる重要な火炎の性質を以下にまとめる．
 拡散火炎と予混合火炎
燃料と酸化剤の混合条件に応じて，拡散火炎および予混合火炎と呼ばれる特徴的な火炎の性質
が現れる．燃料と酸化剤が徐々に混合して燃える場合には拡散火炎となり，図 1.4のように量
論混合比近くの領域で急激な反応と発熱が生じる．また，燃料と酸化剤を予め混合した気体を
燃やす場合には予混合火炎となり，図 1.5のように既燃ガスから未燃ガスに向けて火炎面が連
続的に伝わり反応と発熱が生じる．この火炎面の伝播速度（燃焼速度）は量論混合比付近で大
きくなり，過濃側・希薄側の特定の混合比から燃焼が困難となるが，これらの性質は燃料と酸
化剤の組成に応じて変化する．また，燃焼反応が開始する以前に有限の燃料濃度勾配が存在す
る混合気の燃焼による火炎を部分予混合火炎と呼び，拡散火炎と予混合火炎の中間に位置づけ
られる [29]．
 層流と乱流が火炎に与える影響
混合気の流動速度やそれに伴う乱れの大きさに応じて層流火炎および乱流火炎に分類される性
質が現れる．静止混合気や流動速度が遅い混合気の燃焼では一次元的で滑らかな火炎面形状の
層流火炎が生じることが多い．一方，流動速度の速い混合気の燃焼では渦の発生により三次元
的で複雑な火炎面形状の乱流火炎となることが多い．流れ場における層流・乱流と層流火炎・
乱流火炎の性質は必ずしも対応せず，静止混合気から燃焼を開始しても層流火炎から乱流火炎
5
第 1 章　 序論
に遷移することや，流れが乱流であっても層流火炎が生じる可能性もある [30,31]．乱流火炎で
は渦により火炎面の面積が増加することで単位時間あたりの発熱量が増加する．
 着火と消炎
可燃性気体は熱分解する温度まで加熱されると化学反応が開始し発熱を生じる．外部から熱を
加えなくても自己発熱により燃焼が継続する状態を定常燃焼状態と呼ぶ．可燃性気体の発熱量
が放熱量よりも大きく，自己発熱により燃焼が継続する条件において着火が可能となる．化学
反応による発熱が存在しても，その可燃性気体が周囲に放熱する熱量が大きい場合には温度が
低下して燃焼が中断する消炎が生じることもある．また，着火に必要な条件を満たしてから定
常燃焼状態に達するまでの時間を着火遅れ時間と呼ぶ．
1.2.2 Flamelet based modelにおける代表的なモデルと研究動向
Flamelet based model の基盤をなす Laminar amelet model と，本研究で着目する圧縮性
Flameletモデルを含む代表的な拡張モデルを紹介する．
 Laminar amelet model
Laminar amelet model [32] では，乱流火炎構造が代表的な層流火炎構造で近似可能であると
いう仮定（Flamelet concept [24]）のもと，一次元層流対向流拡散火炎の詳細解析から事前に作
成した熱化学量のテーブル（Flameletテーブル）を数値計算に活用する．典型的な Laminar
amelet modelでは，数値計算から得た流れ場の特徴量（混合分率，スカラー消散率）を用い，
対応する反応の特徴量（密度，温度）を Flameletテーブルから参照することで高速に燃焼数
値解析を行う．Laminar amelet modelを基盤として，Flameletテーブルの作成に用いる火
炎の種類や Flameletテーブルの入出力変数を変えた様々な拡張モデルが提案されている．
 Flamelet progress-variable approach（FPV）
Pierceら [33] は Laminar amelet modelにおける消炎や再着火および部分予混合火炎の再現
性を向上するために，Flamelet テーブルの入力変数のスカラー消散率を反応進行度（化学反
応の進行の指標として任意に設定するスカラー量）に置き換える FPVを提案した．Flamelet
テーブルの参照に用いる局所の反応進行度は，新たに加えた反応進行度の輸送方程式を解くこ
とで算出する．初期の FPVでは反応進行度として化学反応の生成物の濃度を選択することが
多かったが，近年では噴霧燃焼における気液間の熱移動や蒸発潜熱による温度低下などを再現
するため，反応進行度にエンタルピを選択することも多い [34]．
 Flamelet generated manifold（FGM）
Oijen らは ILDM*1を用い Laminar amelet model を拡張した FGM [35] を提案した. FGM
では Flamelet テーブルを構成する因子の次元の拡張が容認されるため [36]，他の Flamelet
*1 化学反応機構をベクトル場として捉え，固有ベクトルを算出することで燃焼反応に関わる因子を数学的に削減し，
燃焼反応を低次元の応答曲面（Low-dimensional manifold）で表す手法．
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based modelについても FGMモデルの適用範囲となる [37]．2000年初頭の初期の FGMでは
予混合伝播火炎 [35,38] や対向流予混合火炎 [38,39] を Flamelet テーブルの作成に用いる例が多
くみられたが，近年では対向流拡散火炎を用いる例 [40] もみられるようになった [37]．
 Unsteady amelet model
Pitsch らは各スカラー消散率における着火から定常燃焼状態までの熱化学量を，時間で整
理する Unsteady amelet model と，反応進行度により整理する Unsteady FPV を提案し
た [41,42,43]．また，Sadasivuniは Unsteady FPVにより解析を行い，FPVと比べて浮き上が
り火炎を良好に再現できることを明らかにした [44]. 一方，FGMではこのように着火から安定
燃焼までのテーブルを用いる手法は Igniting ameletと呼ばれ，近年では噴霧燃焼の自己着火
の再現に適用が期待されている [37,45]．
 圧縮性 Flameletモデル
まず，1997年に Kumarらによりラムジェットエンジン燃焼器に対し，低Mach数近似を適用
した流れの支配方程式と Laminar amelet model を用いた数値解析が行われた [46]．これに
続いて，2000年に Oevermann [6] が Laminr amelet model のテーブルの出力変数に各化学
種質量分率を選ぶことで，動力学的圧力の影響を考慮する圧縮性流体解析と組み合わせる圧縮
性 Flameletモデルを提案し，スクラムジェットエンジン燃焼器の RANS解析に適用した．圧
縮性 Flameletモデルを用いる数値解析では，Flameletテーブルから得る各化学種質量分率か
ら算出する内部エネルギーが，エネルギー保存則を満たすように温度や圧力を反復法により陰
的に算出する．他の Flamelet based model についても圧縮性 Flamelet モデルと同様の拡張
を行うことで，圧縮性流体解析と組み合わせ圧力伝播を再現することができ，近年では FPV
を拡張した Compressible FPV [47,48] なども提案されている．また，圧縮性 Flameletモデル
に部分予混合火炎の性質を考慮するため，2016年にWuらは圧縮性 Flameletモデルと G方
程式を組み合わせ，DES により超音速燃焼場の解析を行った [49]．2007 年に Berglund は圧
縮性 Flameletモデルに反応性スカラー量の輸送方程式を追加した拡張モデル（Two-equation
amelet model）を提案し，LESで超音速燃焼場に適用した [9]．さらに，2015年に Saghaan
が圧縮性 Flamelet モデルを FPV により拡張し，Compressible amelet progress-variable
approach（CFPV）と名付け，複雑化した圧力計算過程と Flameletテーブルを効率化するい
くつかの定式化を提案した [47,48]．
1.3 人工ニューラルネットワーク（ANN）
ANNに関する歴史的経緯と Tabulated chemistryに対する ANNの活用事例を説明する．
1.3.1 歴史的経緯
まず，1958 年に Rosenblatt が ANN の基礎となる単純パーセプトロン [50] を提案した．単純
パーセプトロンの提案を発端に 1950 年から 1960 年代にかけて第 1 次 AI ブームが起こり，冷
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戦下の米国において自然言語処理への ANNの活用に関する研究が促進された [51]．1960年には
Widrowが ANNの訓練の基礎となる確率的勾配降下法 [52] を提案し，1967年には甘利がそれを
隠れ層に対しても適用できるように拡張した [53] が，多層の隠れ層を持つ複雑な ANNの訓練には
まだ課題があった．その後，1986 年に Rumelhart の誤差逆伝播法 [54] の提案により，多層の隠
れ層を持つ ANNの訓練が大幅に高速化され，1980年代から 1990年代にかけて第 2次 AIブー
ムが起こった．この頃から医療診断や会話ロボットなど現実な問題に ANNが活用され始めたが，
ANNの訓練に用いるビッグデータの取り扱いに課題がありブームは停滞した．そして，2006年
に Hintonが従来よりも多くの隠れ層を持つ ANNを訓練する方法を提案 [55] し深層学習が実現さ
れたことをきっかけに，第 3次 AIブームが到来した．近年では計算機性能の向上やインターネッ
トの普及により，ANNの訓練にビッグデータを活用することも容易になってきている．
1.3.2 Tabulated chemistryに対するANNの活用事例
まず，1996年に Christoが ANNを LUT*2に適用し，メモリ使用量と計算速度の向上が可能で
あることを示した [57]．さらに，1999年に Blascoがこれらの ANNの入力変数に時間の影響を加
えることで，従来よりも高精度かつ汎用性の高い ANN の作成に成功した [58]．一方，2001 年に
Kapoorが ISAT*3に ANNを適用し，乱流予混合火炎の数値解析を実施した [59]．2009年に Sen
は ISATの多次元テーブルへの ANN近似に対する最適化手法を提案した [60]．Laminar amelet
modelについては，2005年に Flemmingと Kempfが ANNを初めて適用し，メタン空気拡散火
炎の数値解析を実施した [61]．2009年には Ihmeが FPVに ANNを適用し，ANN近似に対する
新たな最適化手法を提案した [62]．
このように Tabulated chemistryのテーブルの情報を間引くことなく縮小化する ANNは有望
な技術であるが，ANN 自体の計算負荷や近似精度の制約により，その長所を数値解析で発揮す
るためには定式化や ANNの訓練方法に工夫が必要となる．そのため，これまで ANNの適用は
Flamelet based modelにおいても Laminar amelet modelや FPVなどの単純なモデルに限ら
れていた．本研究では圧縮性 Flameletモデルに対する ANN適用を阻害する二つの課題 (1)化学
種数の増加に伴う Flameletテーブルの大規模化，(2)複雑な Flameletテーブルに ANNを適用す
る際の計算精度と計算性能の低下，を ANNの特長を活かす新たな定式化の提案により解決する．
1.4 本研究の目的
本研究では，事前作成した熱化学量のテーブルを活用し反応性流体の圧力伝播を効率的に再現
する，圧縮性 Flameletモデルを用いる数値解析に対し，エネルギー輸送方程式の熱流束項に対す
る連鎖律に基づく新たな定式化の提案と，人工ニューラルネットワーク（ANN）の活用により，
本解析の計算性能の向上（計算時間およびメモリ使用量の低減）を実現することを目的とする．こ
*2 確率密度関数の輸送方程式をモンテカルロ法 [56] で解き乱流燃焼解析を行う際に，モンテカルロ法における高計算
負荷の数値積分をテーブルの事前作成により高速に計算する手法．
*3 数値計算中に得た熱化学量の追加情報を用い動的に更新する，計算領域の流れ場に対して複数の線形回帰で構成し
た熱化学量のテーブルを活用し高速な燃焼数値解析を行う手法．
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の目標の達成のため，以下の三つの方針を設定する．
　
化学種数に依存しない定式化の提案
圧縮性 Flameletモデルは従来の Flamelet based modelとは異なり，動力学的圧力の影響を考
慮する圧縮性流体解析と組み合わせることで反応性流体の圧力伝播を再現を可能にする．しかし
ながら，本モデルの従来の定式化ではエネルギー輸送方程式の熱流束項の算出のために各化学種
質量分率の空間勾配の情報を得る必要性や，局所の化学組成と全エネルギーから陰的に温度およ
び圧力を算出する必要性から，Flameletテーブルの出力変数に各化学種質量分率を設定する必要
があり，燃焼反応を構成する化学種数の増加に比例して Flameletテーブルのメモリ使用量が増加
していく問題がある．本研究ではこの問題に対処するため，化学種数の増加に伴い増加する計算
負荷を軽減もしくは完全に排除するような定式化を検討する．
モデルの拡張に起因する計算負荷を低減する方法の提案
Flamelet based model では主に，Laminar amelet model を基盤に新たな輸送方程式や計算
式を追加し，これらに対応する Flamelet テーブルの入出力変数を追加もしくは新たに設定し直
すことで，従来よりも複雑な燃焼現象を再現するようなモデルの拡張がなされてきた．一例とし
て，本研究で着目する圧縮性 Flameletモデルでは，従来の Laminar amelet modelを用いた数
値解析では排除されていたエネルギー輸送方程式を解き，Flameletテーブルの出力変数として各
化学種質量分率を得ることで，圧縮性流体解析と組み合わせ圧力伝播を再現する．本研究では圧
縮性 Flameletモデルの拡張に起因する計算負荷（式の追加やテーブルの入出力変数の増加，特に
Flamelet based modelを圧縮性流体解析に適用することで生じる各化学種質量分率を始めとする
熱化学量の空間勾配計算による計算負荷）を低減する方法を幅広く検討する．
データサイエンス分野の技術・知見の活用
近年，Tabulated chemistry に対するデータサイエンス分野の数学的処理や機械学習技術の活
用が期待されている．本研究ではその中でもデータの情報を間引くことなく縮小化する ANNに
着目する．従来の Flamelet based modelでは Flameletテーブルから線形補間により値を呼び出
すが，Flameletテーブルに ANNを適用する場合には滑らかな関数でデータを表すことによる近
似精度の向上や，非線形関数の係数行列の情報のみを扱うことによるメモリ使用量の大幅な低減
が期待できる．さらに，本研究ではこれらの利点に加え，ANNの非線形関数が微分可能である点
にも着目し，ANNの特長を活かす定式化を検討する．
1.5 本研究の概観
本研究では，圧縮性 Flameletモデルの従来の定式化（form0）に対し，エネルギー輸送方程式
に含まれる熱伝導やエンタルピの異なる化学種の分子拡散によるエネルギー輸送項の一部を，連
鎖律に基づき分解する二つの定式化（form1，form2）を提案する．定式化 form1 には各化学種
質量分率の空間勾配に連鎖律を適用することで計算を効率化する利点があり，定式化 form2には
各化学種の比エンタルピの空間勾配の総和に連鎖律を適用することで化学種数の増加に伴う計算
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負荷の増加を抑制する利点がある．また，本研究ではこれらの定式化との相乗効果を生むような
ANNの活用方法を提案し，従来の線形補間（Linear interpolation，Lerp）による方法との比較
を行う．圧縮性 Flamelet モデルの提案方法（form1-ann，form2-lerp，form2-ann）および従来
方法（form0-lerp）の計算精度および計算性能を，層流対向流拡散火炎やドイツ航空宇宙センター
のスクラムジェットエンジン試験燃焼器を対象とした数値解析と比較することにより評価を行う．
本論文は全 7章で構成される．各章の概要を以下に示す．
第 1章は「序論」と題し，本研究の背景と目的を説明した．Tabulated chemistry の重要性と
課題，圧縮性 Flameletモデルを含む Flamelet based modelの研究動向，Tabulated chemistry
に対する ANNの活用事例を説明した．
第 2章は「燃焼数値解析の基礎理論とモデル化」と題し，混合気体の流れの支配方程式の導出，
Flamelet based modelの基礎理論，圧縮性 Flameletモデルを用いる数値解析における圧力伝播
の再現メカニズム，本研究の LES解析の乱流のモデル化を説明する．
第 3 章は「圧縮性流体解析ソルバの構築」と題し，有限体積法に基づく圧縮性流体解析ソル
バの構築について説明する．また，本ソルバにおける混合気体の流れの支配方程式の取り扱いや
Flameletテーブルの活用に要する計算手順，非粘性流束・粘性流束の算出方法，時間進行法など
についてまとめる．
第 4章は「連鎖律に基づく定式化の提案」と題し，エネルギー輸送方程式に含まれる熱伝導や
エンタルピの異なる化学種の分子拡散によるエネルギー輸送項の一部を，連鎖律に基づき分解す
る二つの定式化（form1，form2）について説明する．
第 5章は「人工ニューラルネットワークの活用」と題し，前章で提案した定式化との相乗効果を
生む ANNの活用方法とその精度評価を説明する．まず，本研究における ANN活用の有効性を裏
付けるため，厳密解が既知のテスト関数とその偏微分値に対して ANNと線形補間による近似性
能の比較を行う．また，定式化 form1・form2に基づくテーブルを ANNによりそれぞれ作成し，
各 ANNの予測値と層流対向流拡散火炎の解との比較から，数値解析に用いる上で十分な精度を
得られることを示す．さらに，圧縮性 Flamelet モデルの計算性能の向上には定式化 form2 に基
づく方法の有効性が高く，支配方程式に熱化学量の空間勾配を含む項が増加する圧縮性 Flamelet
モデルの拡張モデルなどでは，定式化 form1に基づく方法の有効性が高まることを示す．
第 6 章は「スクラムジェットエンジン試験燃焼器を対象とする数値解析」と題し，圧縮性
Flameletモデルの従来方法と定式化 form2に基づく提案方法を用い，スクラムジェットエンジン
試験燃焼器の数値解析を実施し，計算精度および計算性能の評価を行う．まず，実験値および先
行研究の計算結果と本計算結果の比較を行い，定式化 form2に基づく方法が従来方法に対し，計
算領域の密度勾配・軸方向流速・温度分布を，計算精度を落とすことなく算出することを示す．続
いて，定式化 form2のテーブルに ANNを活用する場合には，従来方法に比べ計算時間およびメ
モリ使用量を大幅に低減することを示す．
第 7章は「結論」と題し，本研究で得られた知見を総括する．
10
第 2 章　 燃焼数値解析の基礎理論とモデル化
第 2章
燃焼数値解析の基礎理論とモデル化
2.1 混合気体の流れの支配方程式
燃焼数値解析の基盤をなす混合気体の流れの支配方程式について説明する．混合気体としては
N 種類の化学種から構成され，その組成が時間的・空間的に変化する理想気体を仮定する．支配
方程式としては，質量・運動量・エネルギー保存に基づく流体運動の支配方程式に加え，状態方
程式や各化学種の挙動を支配する各輸送係数の導出についても説明する．式中の i; j; k の添え字
については Einsteinの総和規約に従う [63,64]．
2.1.1 混合気体の基本的性質
 質量分率とモル分率
化学種 の質量濃度を  とすると単位体積に含まれる物質の全質量は
PN
=1  となる．化
学種 の質量分率 Y は式 (2.1)と表される．
Y  PN
=1 
=


　 (2.1)
同様に，化学種 のモル濃度を cとすると化学種 のモル分率 X は式 (2.2)となる．
X  cPN
=1 c
=
c
c
(2.2)
化学種 の分子量をW とすると，質量濃度  とモル濃度 c には c = W の関係がある．
 分圧
混合気体において，化学種 がその混合気体と同じ体積を占めたと仮定した場合の圧力を化学
種 の分圧 p と定義する．つまり，N 種類の化学種からなる混合気で満たされた体積 V，温
度 T の容器から，化学種 以外の化学種全てを取り除いた場合にかかる圧力が化学種 の分
圧 p となる．理想気体の場合には状態方程式から分圧について式 (2.3)が成り立つ．ここで，
m は混合気中の化学種 の質量，R は化学種 のガス定数である．
pV = mRT (2.3)
また，理想気体では，異種の化学種が存在する場合にもそれぞれの気体分子にかかる分子間力
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は無視することができる．これにより，各化学種に対して式 (2.3)が成り立つことで，式 (2.4)
（ドルトンの法則）が成り立ち，各化学種の分圧の総和はその系の圧力 pに一致する．
p =
NX
=1
p (2.4)
 状態方程式
混合気体が理想気体であるとき，一般ガス定数 R0 および化学種 の分子量W を用い，状態
方程式は式 (2.5)と表される．
p = R0T
NX
=1
Y
W
(2.5)
 速度
各化学種で流体挙動に関わる輸送特性が異なるため，複数の化学種からなる混合気体では，そ
の混合気体を構成する気体分子それぞれが同じような流動速度を持つとは限らない．しかし，
混合気体としての全体的な挙動を明らかにするため，一般的には混合気体を構成する各化学種
の質量分率から重み付けにより，式 (2.6)のように混合気体の平均速度を見積もる．
u =
PN
=1 uPN
=1 
=
NX
=1
Yu (2.6)
2.1.2 熱力学的関数と温度依存性
化学種 の定圧比熱 Cp; および比エンタルピ h の温度依存性は，NASA polynomials [65] に
より，式 (2.7) および式 (2.8) の温度多項式により近似される．温度多項式の各係数 a1;～a6;
は，高温領域（T > 1000K）と低温領域（T 5 1000K）に対する値がそれぞれ定義される．
Cp;
R
= a1; + a2;T + a3;T
2 + a4;T
3 + a5;T
4 (2.7)
h
RT
= a1; +
a2;T
2
+
a3;T
2
3
+
a4;T
3
4
+
a5;T
4
5
+
a6;
T
(2.8)
ここで，化学種 のガス定数 R は一般ガス定数 R0 により式 (2.9)で定義される．
R =
R0
W
(2.9)
混合気体の定圧比熱 Cp，比エンタルピ h，ガス定数 R は式 (2.10)～式 (2.12) のように表さ
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れる．
Cp =
NX
=1
YCp; (2.10)
h =
NX
=1
Yh (2.11)
R =
NX
=1
YR (2.12)
2.1.3 輸送係数
混合気体の各輸送係数について，まず各化学種の気体分子の性質から算出する詳細モデルにつ
いて述べ，これをもとに本研究で用いる簡略化モデルを説明する.
 粘性係数
化学種 の粘性係数  は気体分子運動論に基づき式 (2.13)と表される [66,67]．ここで，kB は
Boltzmann 定数，m は分子の質量， は Lennard-Jones 衝突直径，
; は衝突積分であ
る．ただし，文献 [66,67] にならい，式 (2.13)～式 (2.15)の各物理量の単位は [g=cm=s]，m[g]，
kB [erg=K]，[A]，
[ ]とする．
 =
5
16
p
mkBT
2
;
(2.13)
また，混合気体の粘性係数 はWilkeの式 [68] から式 (2.14)および式 (2.15)と表される．
 =
NX
=1
XPN
=1X
(2.14)
 =
1p
8

1 +
W
W
  12  
1 +



 1
2

W
W
 1
4
!2
(2.15)
これらの詳細モデルに対する簡略化モデルとして，本研究では混合気体の粘性係数に空気の粘
性係数を用いる．各化学種の粘性係数の違いについては考慮しない．また，粘性係数の温度依
存性を Sutherland則（式 (2.16)）により表現する．ここで，Tref は基準温度，0は基準粘性係
数，Cref は定数である．本研究では，Tref = 273:15K，Cref = 110:4K，0 = 1:71610 5 Pa  s
を用いる．
 = 0
Tref + Cref
T + Cref

T
Tref
 3
2
(2.16)
 拡散係数
化学種  と化学種  の相互拡散係数 D は式 (2.17)～式 (2.19) と表される [66,67]．ここで，

D; は衝突積分である．ただし，文献 [66,67] にならい，式 (2.17)～式 (2.20)の各物理量の単
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位は D[cm2=s]，m[g]，kB [erg=K]，[A]，
D[ ]，p[dyn=cm2]とする．
D =
3
16
p
2k3BT
3=m
p2
D;
(2.17)
m =
mm
m +m
(2.18)
 =
 + 
2
(2.19)
また，化学種 の有効拡散係数 D は次式から求める．
D　 =
1  YPN
 6=
X
D
(2.20)
これらの詳細モデルに対する簡略化モデルとして，本研究では混合気体の拡散係数を式 (2.21)
から見積もり，各化学種の拡散係数の違いは考慮しない．ここで，Scは混合気体の Schmidt
数である．第 6章で行うスクラムジェットエンジン試験燃焼器の数値解析では Sc = 0:71と与
える．
D =

Sc
(2.21)
 熱伝導係数
化学種 の熱伝導係数  は，気体分子の並進・回転・振動の各運動の影響を考慮し，式 (2.22)
のように算出することが多い [67]．式 (2.22) において，Cv;trans は並進運動，Cv;rot は回転運
動，Cv;vib は振動運動の定積比熱をそれぞれ表し，各気体分子の全体的な定積比熱 Cv に対し，
Cv = Cv;trans +Cv;rot +Cv;vib が成り立つ．また，式 (2.22)の ftrans，frot，fvib は各運動に
対する係数であり，各気体分子の性質から算出される [67]．ただし，文献 [66,67] にならい，式
(2.22)および式 (2.23)の各物理量の単位は [erg=cm=K=s]，W [g=mol]，Cv[erg=mol=K]，と
する．
 =

W
(ftransCv;trans + frotCv;rot + fvibCv;vib)　 (2.22)
混合気体の熱伝導係数 は粘性係数との相似性から式 (2.23)と与える場合 [64] が多い．
 =
NX
=1
XPN
=1X
(2.23)
これらの詳細モデルに対する簡略化モデルとして，本研究では混合気体の熱伝導率を式 (2.24)
と見積もり，各化学種の熱伝導率の違いは考慮しない．ここで，Prは混合気体の Prandtl数，
Cp は式 (2.7) と式 (2.10) から算出した混合気体の定圧比熱である．第 6 章で行うスクラム
ジェットエンジン試験燃焼器の数値解析では Pr = 0:71と与える．
 =
Cp
Pr
(2.24)
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2.1.4 化学種の質量保存式
本研究で着目する圧縮性 Flameletモデルを用いた数値解析では，各化学種の質量保存式は解か
ず，後述する混合分率の輸送方程式を化学種の質量保存に関する支配方程式として用いる．しか
し，まずはその基盤となる化学種 の質量保存式（式 (2.25)）とその性質について説明する．
@
@t
(Y) +
@
@xi
(uiY) =   @
@xi
Ji; + _! (2.25)
式 (2.25)において， _! は化学反応により単位時間で増加する化学種 の密度，Ji; は i方向
の拡散流束を表す．
また，i方向の拡散速度を Vi; と定義すると拡散流束 Ji; は式 (2.26)と表される．
Ji; = Vi;Y (2.26)
i方向の拡散速度 Vi; は，化学種 の流速 ui; と混合気体の流速 ui の差で式 (2.27)と定義さ
れる．
Vi; = ui;   ui;
NX
=1
YVi; = 0 (2.27)
ここで，fi; を化学種 が i方向から受ける単位体積当たりの外力，DT; を熱拡散係数とする
と，分子動力学的手法により式 (2.28)が導出される [25]．
@X
@xi
=
NX
=1
XX
D
(Vi;   Vi;) + (Y  X) 1
p
@p
@xi
+

p
NX
=1
YY (fi;   fi;) +
NX
=1

XX
D

DT;
Y
  DT;
Y

1
T
@T
@xi

(2.28)
式 (2.28)の右辺は，第 1項が相互拡散，第 2項が圧力拡散，第 3項が外力拡散，第 4項が熱拡
散の影響を表す．圧力拡散，外力拡散および熱拡散は相互拡散と比較して影響が十分小さく，無
視できるとする仮定をおくことが多い [64]．本研究でもこの仮定にならい，式 (2.29)を適用する．
@X
@xi
=
NX
=1
XX
D
(Vi;   Vi;) (2.29)
ここで，式 (2.20)と式 (2.27)で式 (2.29)を整理すると，式 (2.30)の Fickの法則が得られる．
Vi;Y =  D @Y
@xi
(2.30)
式 (2.26)と式 (2.30)より，拡散流束 Ji; は次式で表される．
Ji; =  D @Y
@xi
(2.31)
以上の議論を踏まえ，式 (2.25)と式 (2.31)により，化学種の質量保存式は式 (2.32)と導出され
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る．
@
@t
(Y) +
@
@xi
(uiY) =
@
@xi

D
@Y
@xi

+ _!　 (2.32)
2.1.5 混合気体の質量保存式
混合気体の質量保存式は混合気体の密度 と平均流速 ui から式 (2.33)と与える．
@
@t
+
@ui
@xi
= 0 (2.33)
2.1.6 混合気体の運動量保存式
混合気体の運動量保存式は式 (2.34)と表される．ここで，ij は表面力による応力テンソル，fi
は i方向の体積力である．
@
@t
(ui) +
@
@xj
(uiuj) =
@ij
@xj
+ fi (2.34)
　応力テンソル ij は，混合気体が Newton の粘性流体であると仮定し，式 (2.35) と表される．
ここで，v は混合気体の体積粘性係数，ij は Kroneckerのデルタである.
ij =  

p+

2
3
  v

@ui
@xi

ij + 

@ui
@xj
+
@uj
@xi

(2.35)
また，粘性応力テンソル ij により，応力テンソル ij は式 (2.36)および式 (2.37)と書ける．
ij =  pij + ij (2.36)
ij = 

@ui
@xj
+
@uj
@xi

 

2
3
  v

@ui
@xi
ij (2.37)
また，Stokesの仮説により v = 0とすると，粘性応力テンソル ij は式 (2.38)となる．
ij = 

@ui
@xj
+
@uj
@xi

  2
3

@ui
@xi
ij (2.38)
さらに，外力を無視すると，混合気体の運動量保存式は式 (2.39)と導出される．
@
@t
(ui) +
@
@xj
(uiuj) =   @p
@xi
+
@ij
@xj
(2.39)
2.1.7 混合気体のエネルギー保存式
混合気体のエネルギー保存式は式 (2.40)と表される．ここで，E は混合気体の単位質量当たり
の全エネルギー，qi は i方向の熱流束である．
@
@t
(E) +
@
@xj
(ujE) =
@
@xj
(ijuj)  @qi
@xi
+ fiui (2.40)
式 (2.40)において外力による項を無視し，式 (2.36)を用いて応力テンソル ij を書き下すと式
(2.41)となる．
@
@t
(E) +
@
@xj
(Euj) =  @uip
@xi
+
@
@xj
(ijuj)  @qi
@xi
(2.41)
ここで，i方向の熱流束 qi は式 (2.42)で表される．式 (2.42)の右辺は，第 1項が温度勾配によ
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る熱伝導，第 2項がエンタルピが異なる化学種の拡散によるエネルギーの輸送，第 3項が濃度勾
配による熱拡散，第 4項が輻射によるエネルギーの輸送を表している．
qi =   @T
@xi
+ 
NX
=1
hYVi; +R
0T
NX
=1
NX
=1

XDT;
WD

(Vi;   Vi;) + qR (2.42)
式 (2.42)の右辺第 3・4項は第 1・2項と比較して影響が小さく無視できるとする仮定をおくこ
とが多く [64,69]，本研究でもこの仮定を採用する．この仮定と Fick則から式 (2.42)は式 (2.43)と
なる．
qi =   @T
@xi
 
NX
=1
Dh
@Y
@xi
(2.43)
以上より，本研究のエネルギー保存式は式 (2.44)と導出される．
@
@t
(E)+
@
@xj
(Euj) =  @uip
@xi
+
@
@xj
(ijuj)  @
@xi
 
  @T
@xi
 
NX
=1
Dh
@Y
@xi
!
(2.44)
2.2 Flamelet based model
2.2.1 Flamelet concept
圧縮性 Flamelet モデルを含む Flamelet based model の基本概念について説明する．化学反
応の時間スケールが乱流の時間スケールに比べ極めて短い場合には，化学反応は燃料と酸化剤の
混合状態に支配され（混合律速），量論混合比の等高線に垂直な一次元構造で生じる．Flamelet
concept [24] はこのとき乱流火炎構造が代表的な層流火炎構造で近似可能であるとみなす仮定であ
る．Flamelet conceptにより，混合律速の燃焼現象で生じる化学組成や温度の変化を燃料と酸化
剤の混合割合の指標（混合分率）の分布のみで整理することが可能になり，計算を大きく効率化
することができる．本論文の第 6章で対象とするスクラムジェットエンジン試験燃焼器の超音速
燃焼場は混合律速の燃焼条件であり [9]，Laminar amelet modelやその拡張モデルである圧縮性
Flameletモデルの適用が有効となる．
Laminar amelet modelおよび圧縮性 Flameletモデルでは，Flamelet conceptに基づき，図
2.1の右側に示す一次元層流対向流拡散火炎の詳細解析から熱化学量のテーブルを作成する．一次
元層流対向流拡散火炎では，同心軸対称ノズルにより燃料と酸化剤を互いに噴射することで，ノ
ズル間によどみ面をもつ軸対称の流れ場が形成され，このよどみ面に近い領域に一次元的な火炎
構造が生成する．燃焼と酸化剤の組成や噴射速度などを様々に変えることで，乱流火炎の再現に
要する様々な層流火炎片のテーブル（Flameletテーブル）を作成し，数値解析に活用することが
できる．
2.2.2 混合分率
Flamelet based model を説明する上で重要な混合分率  について述べる．燃料 1 kg と酸化剤
moxi kgに対し生成物が (1 +moxi) kgできる燃焼反応を仮定すると，前述した化学種の質量保存
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図 2.1 Conceptual diagram of laminar amelet model
式（式 (2.32)）から燃料・酸化剤の質量保存式はそれぞれ式 (2.45)，式 (2.46)となる．
@
@t
(Yfuel) +
@
@xi
(uiYfuel) = Dfuel
@Yfuel
@xi
+ _!fuel (2.45)
@
@t
(Yoxi) +
@
@xi
(uiYoxi) = Doxi
@Yoxi
@xi
+ _!oxi (2.46)
式 (2.45)と式 (2.46)について各化学種に対して単一の拡散係数を仮定し，式 (2.45)をmoxi 倍
したものから式 (2.46)を除くことで， = moxiYfuel   Yoxi の輸送方程式が式 (2.47)と導出され
る．
@
@t
() +
@
@xi
(ui) = D
@
@xi
(2.47)
式 (2.47)に対し混合分率  を式 (2.48)と定義する．ここで，添え字 0は酸化剤の流れにおける
値，添え字 1は燃料の流れにおける値を示す．燃料のみの流れでは  = 1，酸化剤のみの流れで
は  = 0となる．
 =
  0
1   0 (2.48)
上記の定義を踏まえ，混合分率は式 (2.49)と表すことができる [43,70]．
 =
ZC= (r;CWC) + ZH= (r;HWH) + 2 (ZO;0   ZO) = (r;OWO)
(ZC;1) = (r;CWC) + ZH;1= (r;HWH) + 2ZO;0= (r;OWO)
(2.49)
式 (2.49)において，Z は化学元素の質量分率であり式 (2.50)と定義する．式 (2.50)において，
W は化学種  の分子量，Wa; は元素  の原子量，Na; は化学種  の中の元素  の原子数，
N は化学種数を表す．
Z =
NX
=1
Na;Wa;
W
Y (2.50)
また，r は各元素（C;H;O）からなる燃料の総括反応を式 (2.51)と表す場合の係数である．こ
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図 2.2 Physical space and mixture fraction space
こで，Pは反応物を表している．
r;CC+ r;HH+ r;OO ! P (2.51)
以上より，各化学種の質量保存式から混合分率の輸送方程式が式 (2.52)と導出される．ここで，
D は  の拡散係数を表す．Flamelet based modelでは前述した混合気体の流れの支配方程式に
加え，混合分率の輸送方程式を解くことで Flameletテーブルの呼出に必要となる，局所の混合分
率  の値を算出する．
@
@t
() +
@
@xi
(ui) = D
@
@xi
(2.52)
2.2.3 一次元層流対向流拡散火炎の詳細解析
一次元層流対向流拡散火炎の温度と各化学種質量分率に関する式を導出する．物理座標系から
計算する方法と，Croccoの座標変換により混合分率空間から算出する方法 [24,71,72] の二通りが主
に用いられているが，本研究では後者を採用する．
まず，混合分率空間において，化学種 の質量分率 Y と温度 T は混合分率  と時刻 tから決
まる値であるとして，式 (2.53)と表される．
T = T (; t) ; Y = Y (; t) (2.53)
続いて，物理座標系（x1; x2; x3; t）に対し混合分率座標（; y2; y3; ）を設定する．ここで， に
ついては量論混合比の混合分率 st の等値面に対し垂直方向の座標軸を定義する．また，x2 = y2，
x3 = y3，t =  として設定する．図 2.2に示す二つの座標系は関係式 (2.54)で結び付けられる．
@
@t
=
@
@
+
@
@t
@
@
;
@
@x1
=
@
@x1
@
@
;
@
@xi
=
@
@yi
+
@
@xi
@
@
(i = 2; 3) (2.54)
ここで，図 2.2の物理座標系に対し，化学種 Y とエンタルピ hの関係式が式 (2.55)～式 (2.57)
と与えられる [71]．

@Y
@t
+ ui
@Y
@xi
+
@Ji;
@xi
= _! (2.55)

@h
@t
+ ui
@h
@xi
  @
@xi


Cp
@h
@xi

=   @
@xi
NX
=1
h


Cp
@Y
@xi
+ Ji;

+
@p
@t
(2.56)
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Lewis数 Le = 1を仮定すると，上式に対し式 (2.57)が成り立つ．
Ji; =  D@Y
@xi
; D =

Cp
(2.57)
ここで，関数 Lを式 (2.58)のように定義する．
L () = 
@
@t
+ ui
@
@xi
  @
@xi

D
@
@xi

(2.58)
式 (2.57)と式 (2.58)により，式 (2.59)が成立する．
L () = 0 (2.59)
また，混合気体のエンタルピの定義に基づく関係式（式 (2.79)）より，式 (2.60)が導出される．
ただし，右辺の第 3項および第 4項の影響は第 1項・第 2項に比べて小さいとして無視する．
L (T ) =  
NX
=1
h
Cp
_! +
1
Cp
@p
@t
+
NX
=1
Cp;
Cp
D
@Y
@xi
@T
@xi
+

Cp
2
@Cp
@xi
@T
@xi
(2.60)
式 (2.55)～式 (2.60)より，式 (2.61)～式 (2.63)が導出される．

@Y
@
= D

@
@xi
2
@2Y
@2
+ _!  R (Y) (2.61)

@T
@
= D

@
@xi
2
@2T
@2
 
NX
=1
h
Cp
_! +
1
Cp
@p
@t
 R (T ) (2.62)
R () = 

u2
@
@y2
+ u3
@
@y3

  @ (D)
@x2
@
@y2
  @ (D)
@x3
@
@y3
  D
3X
i=2

2
@
@xi
@2
@@yi
+
@2
@y2i

(2.63)
ここで，スカラー消散率  s 1 を式 (2.64)と定義する．式 (2.64)には量論混合比の面に垂直な
対流・拡散の影響が陰的に組み込まれており，スカラー消散率 は化学平衡からのずれを表す指
標とみなすことができる [73]．
 = 2D

@
@xi
@
@xi

(2.64)
層流対向流拡散火炎の火炎構造が一次元的であり，時刻 tと火炎面に垂直な座標  のみに依存
することから，式 (2.61)～式 (2.63) における y2 と y3 に関する項の影響は  に関する項に対し
て小さいとして無視することができる．また，式 (2.64) の定義を代入することで式 (2.61) と式
(2.62)から式 (2.65)と式 (2.66)が導出される．

@Y
@t
  
2
@2Y
@2
= _!　 (2.65)

@T
@t
  
2
@2T
@2
  1
Cp
@p
@t
=  
NX
=1
h
Cp
_! (2.66)
以上より算出された式 (2.65)および式 (2.66)は Flamelet equationと呼ばれ，層流対向流拡散
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火炎の詳細解析に広く用いられている．
一次元層流対向流拡散火炎の詳細解析に実績のあるソフトウェアとして，FlameMaster [74]
（Pitsch,混合分率空間における解析）と RUN-1DL [75]（Rogg,物理空間における解析）が広く用
いられている．Barlowらは CO/H2/N2 の乱流火炎の実験 [76] から取得した混合分率と任意に設
定したスカラー消散率の条件について，これらの二つのソフトウェアが算出する温度および各化
学種のモル分率を実験値と比較することで，二者の数値解がよく一致し，実験値に対しても妥当
な結果が得られることを確認した [73]．本研究では FlameMasterを用い層流対向流拡散火炎の詳
細解析を行う．
2.2.4 Flamelet conceptの適用範囲
様々な乱流火炎に対する Flamelet conceptの適用範囲（=Flamelet based modelの適用範囲）
について説明する．これを踏まえ，後述する第 6章で行うスクラムジェットエンジン試験燃焼器
の超音速燃焼場に対する Flamelet conceptの適用性についても説明する．
 乱流予混合火炎
乱流・化学反応の代表スケールを用い，Petersらは乱流予混合火炎の性質を図 2.3のように分
類した [32]．図 2.3における各変数の導出を以下に示す．
まず，乱流の最小渦である Kolmogorovスケール  とその時間スケール t および速度スケー
ル u を次元解析により，動粘性係数  とエネルギー散逸率 を用い式 (2.67)と表す．
 =

3

 1
4
; t =


 1
2
; u = ()
1
4 (2.67)
乱流の積分スケール lt に対し，時間スケール tt は乱流の速度変動の RMS 値 v0（v0 =p
2k=3; k : 乱流エネルギー）から式 (2.68)と表される．
tt =
lt
v0
(2.68)
また，拡散係数 D と燃焼速度 sL を用い，予混合火炎の火炎厚さを lf とその時間スケール tf
を式 (2.69)と定義する．
lf =
D
sL
; tf =
lf
sL
=
D
sL2
(2.69)
乱流 Reynolds数 Ret は式 (2.70)と表される．
Ret =
v0lt
sLlf
(2.70)
乱流 Damkohler数は乱流の時間スケール tt と火炎の時間スケール tf から式 (2.71)と表す．
Dat =
tt
tf
=
sLlt
v0lf
(2.71)
式 (2.67)と Kolmogorovの仮定（  v03lt ）を適用し，D =  とすると，火炎厚さに対する乱
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図 2.3 Regimes for turbulent premixed combustion [32]
　
流 Karlovitz数Kaf は式 (2.72)と表される．
Kaf =
tf
t
=
lf
2
2
=
u
2
sL2
(2.72)
また，予混合火炎の反応帯厚さ lr を lr = lf とすると，反応帯厚さに対する乱流 Karlovitz数
Kar は式 (2.73)と表される．
Kar =
tr
t
=
lr
2
2
= 2Kaf (2.73)
図 2.3 において Ret < 1 となる領域は Laminar amelets，v0 < sL となる領域はWrinkled
amelets，v0 > sLかつ  > lf の領域は Corrugated ameletsと定義され，Flamelet concept
が成立する．一方， < lf かつ  > lr となる Thin reaction zones でも，渦が燃焼反応に
与える影響は小さいとして Flamelet based model を適用する例もある [77]．lr <  となる
Broken reaction zonesでは火炎の反応帯内に渦が入り込むことで Flamelet conceptは成立せ
ず，Flamelet based modelを適用することはできない．
 乱流拡散火炎
Poinsot らは乱流拡散火炎の性質を図 2.4 のように分類した [78]．拡散火炎の性質は流れ条件
に強く依存するため，乱流や化学反応に加え，火炎の拡散帯厚さの代表スケールを用い整理す
る．ここで，拡散帯厚さ ld は Kolmogorovスケール  により定まると仮定する．拡散の時間
スケール td は量論混合比におけるスカラー消散率 st や Kolmogorovの時間スケール t から
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図 2.4 Regimes for turbulent non-premixed combustion [78](log-log)
　
式 (2.74)と見積もられる．
ld  ; td = 1
st
 t (2.74)
拡散帯に対する Damkohler数 Dad は，拡散の時間スケール td と化学反応の時間スケール tc
から式 (2.75)と表される．
Dad =
td
tc
=
1
sttc
(2.75)
また，乱流の Damkohler数 Dat は式 (2.67)や Kolmogorovの仮定により式 (2.76)と整理で
きる．
Dat =
tt
tc
=
t
tc
 tt
t
= Ret
1
2Dad (2.76)
図 2.4において，Ret < 1は Laminar，Dat が大きい領域は Flameletと分類され，Flamelet
conceptが成立するため Flamelet based modelの適用範囲となる．一方，乱流の時間スケー
ル tt が小さい Unsteady eects（乱流の非定常効果の大きい領域）や Extinction（消炎）の領
域では Flamelet conceptは成立せず，Flamelet based modelを適用することはできない．
 本研究の数値解析に対する Flamelet conceptの適用性
本論文の第 6章ではドイツ航空宇宙センターのスクラムジェットエンジン試験燃焼器の超音速
燃焼場を対象とする数値解析を実施する．いくつかの先行研究 [79,80,81,82] の数値解析・理論解
析から，本燃焼器では拡散燃焼が支配的となり，Flamelet concept の成立する燃焼条件（図
2.4 の Flamelet）に属することが示唆されている．また，本燃焼器を対象に行われた光学計
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測 [83] や数値解析 [9] により，部分予混合燃焼の性質がみられる燃料水素噴流の遷移領域につい
ても Flamelet concept の成立する燃焼条件（図 2.3の Corrugated amelets）に属すること
が確認されている．
2.2.5 数値解析における圧力伝播の再現
数値解析に用いる流れの支配方程式における圧力伝播の影響について説明する．まず，圧縮性
Flamelet モデル以外の一般的な Flamelet based model を用いる場合の流れの支配方程式では，
計算時間の短縮のために疑似的な圧縮性（低Mach数近似 [25]）を仮定することでエネルギー輸送
方程式を簡略化している．この具体的な定式化について以下に示す．
混合気体のエネルギー保存式（式 (2.41)）に対し，全エネルギー E を内部エネルギー eと運動
エネルギー uiui2 に分解し，混合気体の運動量保存式（式 (2.39)）と ui の積の総和を差し引くこ
とにより，混合気体の内部エネルギーの保存式が式 (2.77)と算出される．
@
@t
(e) +
@
@xj
(uje) =  p@ui
@xi
+ ij
@ui
@xj
  @qi
@xi
　 (2.77)
次に，混合気体の比エンタルピ hの定義 h = e+ p により，式 (2.77)は混合気のエンタルピの
輸送方程式として式 (2.78)と表される．
@
@t
(h) +
@
@xj
(ujh) =
@p
@t
+ ui
@p
@xi
+ ij
@ui
@xj
  @qi
@xi
(2.78)
また，混合気体の比エンタルピは各化学種質量分率 Y と温度 T からなる物理量であるため，そ
の空間微分を式 (2.79)と整理できる．
@h
@xi
=
@h
@T
@T
@xi
+
NX
=1
@h
@Y
@Y
@xi
= Cp
@T
@xi
+
NX
=1
h
@Y
@xi
(2.79)
熱流束 qi の式（式 (2.43)）を式 (2.79)を用い変形すると式 (2.80)となる．
qi =   
Pr
@h
@xi
+ 

1
Pr
  1
Sc
 NX
=1
h
@Y
@xi
(2.80)
ここで，Lewis数一定（Le = ScPr = 1）の仮定をおくと，Sc = Pr となり上式の右辺第 2項が
排除される．
続いて，流れが低速の場合には低Mach数近似を仮定し，式 (2.78)における運動エネルギーと
エンタルピのオーダーの比較から，運動エネルギーと同じオーダーとなる @p@t，ui
@p
@xi
，ij @ui@xj の
項を無視すると式 (2.81)が導出される．
@
@t
(h) +
@
@xi
(uih) =

Pr
@h
@xi
(2.81)
以上より，低Mach数近似を適用する場合には混合分率の輸送方程式（式 (2.52)）と混合気の
エンタルピの輸送方程式（式 (2.81)）の形が一致する（式 (2.52)のD をD = Sc とし，Lewis
数 Le = ScPr = 1の仮定を導入する）．このため，圧縮性 Flameletモデル以外の Flamelet based
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modelを用いる数値解析では，流れの支配方程式に低Mach数近似を適用することでエネルギー
輸送方程式を排除し，混合分率の輸送方程式のみを解く．
一般的な Laminar amelet modelを用いる数値解析では，流れ場の特徴量（混合分率 ，スカ
ラー消散率 ）に対応する局所の密度 と温度 T が Flameletテーブルから参照され，状態方程
式により局所の圧力 pを算出する．低Mach数近似により，空間的・時間的な圧力の変化に関す
る項（動力学的圧力の影響を見積もる項）が排除されているため，ここで算出する圧力は熱力学的
圧力のみを考慮した値となる．低Mach数領域ではこの仮定により算出される圧力の誤差はわず
かであるものの [84]，時間的・空間的な圧力の変動が大きな影響を与える燃焼振動などの現象の再
現には適さない．また，動力学的圧力の影響が大きくなる超音速燃焼場に対しても勿論低 Mach
数近似は成り立たない．
これに対し，圧縮性 Flameletモデルを用いる場合には流れの支配方程式に低Mach数近似を適
用せず，混合分率の輸送方程式（式 (2.52)）とは別にエネルギー保存式（式 (2.41)）を解くこと
で，時間的・空間的に高精度な圧力の値を算出することができる．一般的な圧縮性 Flameletモデ
ルを用いた数値解析では，流れ場の特徴量に対応する各化学種質量分率を Flameletテーブルから
参照し，これらの化学組成に対してエネルギー保存則を満たすように反復法などで陰的に温度お
よび圧力を算出する．
2.3 Large-eddy simulation
2.3.1 フィルタ関数
LESでは上述したように支配方程式に空間フィルタ処理を行い，乱流の渦を小規模なものと大
規模なものに分け，小規模な渦のモデル化を行う．ここで，ある物理量 (x)の分布に対し，フィ
ルタ関数 Gを用い，式 (2.82)のように畳み込み積分によりフィルタ処理後の物理量 が定義さ
れることが多い [85]．式 (2.82)のはフィルタのカットオフ幅であり，フィルタ関数 Gにはトッ
プハットフィルタ・ガウシアンフィルタ・スペクトルカットオフフィルタなどが用途に応じて用
いられる [85]．一方，本研究で用いる Smagorinsky モデルではフィルタ関数によらないモデル化
がなされている．
 (x) =
Z 1
 1
G (x0;) (x  x0) dx0 (2.82)
2.3.2 Favre平均
物理量  と空間フィルタ処理後の物理量  に対し変動成分 0 を式 (2.83) と定義する．空間
フィルタのカットオフ幅を計算格子の幅と等しいものとして扱う事例が多いことから，を物理
量 の Grid scale（GS）成分，0 を Sub-grid scale（SGS）成分と呼ぶ．
 = + 0 (2.83)
流れ場で密度が空間分布を持つ場合には支配方程式に空間フィルタ処理を行うと  のような
密度相関項が現れる．この項の計算を容易化するために Favre平均を用い式を整理する．物理量
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に対し Favre平均後の物理量 eは式 (2.84)と定義される．ここで，00 は Favre平均量に対す
る物理量 の変動成分とする（式 (2.85)）．
e = 

(2.84)
 = e+ 00 (2.85)
2.3.3 混合気体の質量保存式
式 (2.33)にフィルタ処理を行い式 (2.86)を導出する．
@
@t
+
@
@xi
( eui) = 0 (2.86)
2.3.4 混合気体の運動量保存式
式 (2.34)にフィルタ処理を行い式 (2.87)を導出する．
@
@t
( eui) + @
@xj
 
 eui euj + pij   ij +  sgsij  = 0 (2.87)
式 (2.87)の  sgsij はフィルタ処理により現れる項であり SGS応力項と呼ぶ．
 sgsij = guiuj    eui euj　 (2.88)
= 
geui euj   eui euj+ geuiu00j +]u00i euj+ ]u00i u00j (2.89)
= Lij + Cij +Rij (2.90)
式 (2.88)の右辺第 1項の uiuj を式 (2.85)に沿い ( eui + u00i )( euj + u00j )と表し式を整理すると式
(2.89)となる．式 (2.89)の右辺第 1項は Leonard項 Lij，右辺第 2項は cross項 Cij，右辺第 3
項は Reynolds項 Rij として式 (2.90)と表される．Lij は流れの GS成分同士の相互作用の影響，
Cij は流れの GS成分と SGS成分の相互作用の影響，Rij は流れの SGS成分同士の相互作用の影
響を表す．
本研究では式 (2.90)を閉じるために，Boussinesqの渦粘性近似に基づく Smagorinskyモデル
を用いる．Smagorinskyモデルは Leonard項と cross項が互いに打ち消し合う（Lij + Cij = 0）
として，Reynolds項 Rij のみで SGS応力項  sgsij をモデル化する．ここで，Reynolds項 Rij が
流れの GS成分の局所の歪み速度 fSij（式 (2.91)）に比例するとして式 (2.92)と表す．
fSij = 1
2

@ eui
@xj
+
@ euj
@xi

(2.91)
 sgsij
= Rij =  2tfSij (2.92)
式 (2.92) の t は乱流粘性係数であり式 (2.93) と見積もる．式 (2.93) の Ls は混合長を表す．
また，式 (2.94)の は Karman定数，dは近傍の壁面からの距離である，Cs は定数であり流れ
場に応じて Cs = 0:1  0:3程度の値を使い分ける．は計算格子幅であり，計算格子の x; y; z 軸
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方向の長さから  = (xyz)
1
3 と算出する．
t = Ls
2jeSj; jeSj =q2fSijfSij (2.93)
Ls = min (d;Cs) (2.94)
2.3.5 混合気体のエネルギー保存式
式 (2.41)にフィルタ処理を行い式 (2.95)を導出する．
@
@t

 eE+ @
@xi
h
 eE + p eui + qi   eujji +Hsgsi + sgsi i = 0 (2.95)
式 (2.95)の熱流束 qi は式 (2.96)と与えられ，Fickの法則から式 (2.97)となる．
qi =  Cp
Pr
@ eT
@xi
+ 
NX
=1
fhfYgVi; + NX
=1
qsgsi;　　 (2.96)
=  Cp
Pr
@ eT
@xi
  
Sc
NX
=1
fh @fY
@xi
+
NX
=1
qsgsi;　 (2.97)
式 (2.95) の Hsgsi = (gEui   eE eui) + (pui   p eui)，sgsi =  (ujji   eujji) および式 (2.97)
の qsgsi; = ( ^hYVi;   fhfYgVi;)はフィルタ処理により現れる項である．本研究ではこれらの
SGS項に対し文献 [86,87] の勾配拡散モデルを適用し，式 (2.98)および式 (2.99)とする．ここで，
Prt は乱流 Prandtl数，Sct は乱流 Schmidt数である．
Hsgsi + 
sgs
i =  
tCp
Prt
@ eT
@xi
+ euj sgsij 　 (2.98)
qsgsi =
NX
=1
qsgsi; =  
t
Sct
NX
=1
fh @fY
@xi
(2.99)
本研究では，エネルギー輸送方程式の熱流束項に含まれる各化学種質量分率の空間勾配項を連
鎖律に基づき分解する定式化（form1，式 (2.100)）と，熱流束項に含まれる各化学種の比エンタ
ルピの空間勾配の総和を連鎖律に基づき分解する定式化（form2，式 (2.101)）を提案する．これ
らの定式化の詳細については第 4章で説明する．
@fY
@xi
=
 
@fY
@e
!
@e
@xi
+
 
@fY
@e
!
@e
@xi
+
 
@fY
@ e00
!
@ e00
@xi
(2.100)
NX
=1
fh @fY
@xi
=
 
NX
=1
fh @fY
@e
!
@e
@xi
+
 
NX
=1
fh @fY
@e
!
@e
@xi
+
 
NX
=1
fh @fY
@ e00
!
@ e00
@xi
(2.101)
2.3.6 混合分率の輸送方程式
式 (2.52)にフィルタ処理を行い式 (2.102)を導出する．
@e
@t
+
@
@xi
 
e eui   
Sc
@e
@xi
+ Zsgsi
!
= 0 (2.102)
式 (2.102)の Zsgsi = (fui  e eui)はフィルタ処理により現れる項であり，勾配拡散モデル [86,87]
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により式 (2.103)と表す．
Zsgsi =  
t
Sct
@e
@xi
(2.103)
2.3.7 状態方程式と熱力学的関数
式 (2.5)にフィルタ処理を行い式 (2.104)を導出する．
p = R eT (2.104)
式 (2.9)と式 (2.12)から式 (2.105)を導出する．
R = R0
NX
=1
fY
W
(2.105)
全エネルギー eE は式 (2.106)を用い算出する．
eE = NX
=1
fYfh + 1
2
eui eui   p

(2.106)
式 (2.7)と式 (2.10)から式 (2.107)を導出する．
Cp
R
=
NX
=1
fY a;1 + a;2 eT + a;3 eT 2 + a;4 eT 3 + a;5 eT 4 (2.107)
式 (2.8)と式 (2.11)から式 (2.108)を導出する．
h
R eT =
NX
=1
fYa;1 + 1
2
a;2 eT + 1
3
a;3 eT 2 + 1
4
a;4 eT 3 + 1
5
a;5 eT 4 + a;6eT

(2.108)
2.3.8 流れ場の特徴量
本研究では Flameletテーブルの呼出に三つの流れ場の特徴量（混合分率 e，スカラー消散率 e，
混合分率の SGS変動成分 e00）を用いる．混合分率 e は前述の混合分率の輸送方程式（式 (2.102)）
から算出する．また，スカラー消散率 eは式 (2.64)から式 (2.109)と算出する．
e = 2 
Sc
+
t
Sct

jrej2 (2.109)
LESの格子幅では解像することのできない混合分率の SGS変動成分 e00 は式 (2.110)により算
出する [88]．ここで，C は流れ場に応じて決まる定数である．e00 = C2jrej2 (2.110)
また，各化学種質量分率 Y は混合分率  とスカラー消散率  に対応する値として定義する
（Y = Y(; )）．本研究では文献 [9] に基づき e00 には  のベータ関数分布，eには のデルタ関
数分布（e = ）を仮定する．以上より，フィルタ処理後の各化学種質量分率 fY はベータ関数分
布の確率密度関数 eP ()を用い式 (2.111)の数値積分により算出する．
fY e; e; e00 = Z 1
0
Y (; e) eP () d (2.111)
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2.3.9 ベータ関数分布の確率密度関数を用いた fY の算出
本研究の数値解析では，混合分率の SGS変動成分 e00 の影響を考慮した燃焼後の各化学種質量
分率 fY の情報を，式 (2.111) の数値積分を行い作成した Flamelet テーブルから取得すること
で，圧力 pやエネルギー輸送方程式の熱流束項 qi およびその SGS項 qsgsi; などの算出を行う．式
(2.111)の数値積分では確率密度関数 eP ()を定める必要があり，本研究では eP ()に式 (2.112)の
ベータ関数分布を用いる．式 (2.112)の  はガンマ関数であり，は式 (2.113)， は式 (2.114)
として与えられる．
eP () =  1 (1  ) 1   (+ )
  ()   ()
(2.112)
 = e
24 e

1  ee00   1
35　 (2.113)
 =

1  e e (2.114)
以上より，混合分率  に対する確率密度関数 eP ()の分布が図 2.5のように得られる．
図 2.5 Distribution of probability density function eP ()
また， e00 の増加に伴い燃焼反応が生じなくなる効果を考慮するため， e00 に対して式 (2.115)を
満たす e の領域においてのみ式 (2.111)の処理を行う [89]．式 (2.115)を満たさない，希薄側・過
濃側にそれぞれ存在する e の領域については，e = 0もしくは e = 1の各化学種質量分率の値か
ら，燃焼領域の e の各化学種質量分率の値までを，三次スプライン補間により滑らかに繋ぎ値を
設定する．e00 5 e 1  e (2.115)
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本研究では Piecewise Integration Method（PIM）[90] に基づきベータ関数分布の確率密度関数
を用いた数値積分（式 (2.111)）を実施する．PIMは高効率かつ堅牢で，数値積分の過程で生じる
数値的不安定性を抑え高精度に数値積分を行う手法として着目されている．
まず，任意の化学種質量分率 Y (; e) について， の方向に任意の数で分割した各区間を式
(2.116)の二次関数で表す．ここで，an; bn; cn は区間 nに対する定数であり，Y (; e)のデータに
最小二乗法を適用することで算出する．
Y (; e) = an + bn + cn2 (2.116)
任意の区間 n(n～n+1) における化学種質量分率 Y (; e) の数値積分は式 (2.117) と与えら
れる．Z n+1
n
 
an + bn + cn
2
 eP () d = an In+1 (; )  In (; )
+ bn
B (+ 1; )
B (; )

In+1 (+ 1; )  In (+ 1; )

+ cn
B (+ 2; )
B (; )

In+1 (+ 2; )  In (+ 2; )

(2.117)
ここで，ベータ関数 B は式 (2.118)，ガンマ関数  は式 (2.119)が一般的な性質として与えら
れる．
B (; ) =
Z 1
0
 1 (1  ) 1 d =   ()   ()
  (+ )
　 (2.118)
  () =
Z 1
0
t 1e tdt;   (+ 1) =   () (2.119)
式 (2.117)において，ベータ関数分布を仮定した確率密度関数 eP ()は式 (2.120)，In(; )は
式 (2.121)と与えられる．
eP () = 1
B (; )
 1 (1  ) 1 (2.120)
In (; ) =
Z n
0
eP () d (2.121)
式 (2.117)を式 (2.118)～(2.121)を用い整理し，フィルタ後の化学種質量分率 eY を算出する式
(2.122)を導出する．
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eY e; e; e00 = Z 1
0
Y (; e) eP () d = NsX
n=1
Z n+1
n
 
an + bn + cn
2
 eP () d
=
NsX
n=1

an
 
In+1 (; )  In (; )

+ bn
B (+ 1; )
B (; )
 
In+1 (+ 1; )  In (+ 1; )

+cn
B (+ 2; )
B (; )
 
In+1 (+ 2; )  In (+ 2; )

(2.122)
また，計算コードにおける数値不安定性を抑制するため，式 (2.122) の B(+2;)B(;) の項は式
(2.118)と式 (2.119)を用い式 (2.123)のように整理する．
B (+ 2; )
B (; )
=
  (+ 2)  ()
  (+  + 2)
   (+ )
  ()   ()
=
(+ 1)
(+  + 1) (+ )
(2.123)
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第 3章
圧縮性流体解析ソルバの構築
本章では有限体積法に基づく圧縮性流体解析ソルバの構築について説明する．本研究で用いる
圧縮性流体解析ソルバは，JAXAが開発した高速流体解析ソルバ FaSTAR [91,92]（単成分，非反応
性流体）を基盤として，混合気体の流れの支配方程式や Flameletテーブルの活用に要する式を加
えることで構築した．新たに実装した項目には，(1)混合分率の輸送方程式，(2)各化学種の熱化
学量（ガス定数・定圧比熱・エンタルピ），(3)Flameletテーブルの参照手順，(4)Newton-Raphson
法を用いた圧力の算出手順，などが挙げられる．また，密度の大きく異なる化学種や燃焼による
急激な温度変化を伴う流れ場の再現に適する，非粘性流束（対流流束）や物理量の勾配の評価方
法および勾配制限関数などを選択した．
3.1 無次元化
有次元の物理量 ^ に対し有次元の代表物理量 1 を用い，式 (3.1) のように無次元化を行う．
x，y，z は物理座標，u，v，wはそれぞれ x，y，z 方向の流速，tは時刻，は密度，pは圧力，T
は温度，E は単位質量あたりの全エネルギー，は粘性係数， は比熱比，R は混合気体のガス
定数，Reは Reynolds数，M はMach数，l1 は代表長さ，a1 は代表音速である．
x =
x^
l1
; y =
y^
l1
; z =
z^
l1
; u =
u^
a1
; y =
v^
a1
; w =
w^
a1
; 　 t = t^
l1=a1
; R =
R^
R1
;
p =
p^
1a21
;  =
^
1
; T =
T^
T1
; E =
E^
a21
; Re =
1a1l1
1
=
1u1l1
1
a1
u1
=
Re1
M1
(3.1)
代表音速 a1 は式 (3.2)から算出する．
a1 =
p
1R1T1 (3.2)
また，無次元化後の粘性係数 は Sutherland則により式 (3.3)と算出する．
 =
^
1
=
^0
1
^Tref + Cref
T^ + Cref
 
T^
^Tref
! 3
2
(3.3)
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無次元化により状態方程式は式 (3.4)と算出する．
p =
RT
1
(3.4)
無次元化後の定圧比熱 Cp; は式 (3.5)と算出する．
Cp; = a1;R+(a2;RT1)T+
 
a3;RT
2
1

T 2+
 
a4;RT
3
1

T 3+
 
a5;RT
4
1

T 4 (3.5)
無次元化後の比エンタルピ h は式 (3.6)と算出する．
h =
a1;R
1
T+
a2;RT1
21
T 2+
a3;RT
2
1
31
T 3+
a4;RT
3
1
41
T 4+
a5;RT
4
1
51
T 5+
a6;R
1T1
(3.6)
ここで，式 (3.6)を係数 b1～b6 で整理し，混合気体の比エンタルピ hを式 (3.7)と表す．
h =
NX
=1
hY =
NX
=1
b1;YT+
NX
=1
b2;YT
2+
NX
=1
b3;YT
3+
NX
=1
b4;YT
4+
NX
=1
b5;YT
5+
NX
=1
b6;Y
(3.7)
3.2 有限体積法
本研究では三次元 Navier-Stokes 方程式に混合分率の輸送方程式を加えたものを支配方程式と
する．これらの無次元化後の支配方程式は式 (3.8)に整理することができる．
@Q
@t
+r 

F (Q)  1
Re
Fv (Q)

= 0 (3.8)
ここで，Qは保存量ベクトル（式 (3.9)），F は非粘性流束ベクトル（式 (3.10)），Fv は粘性流
束ベクトル（式 (3.11)）である．
Q =
0BBBBBB@

u
v
w
E

1CCCCCCA (3.9)
F (Q) =
0BBBBBB@
u
u2 + p
uv
uw
(E + p)u
u
1CCCCCCA i+
0BBBBBB@
v
uv
v2 + p
vw
(E + p) v
v
1CCCCCCA j +
0BBBBBB@
w
uw
vw
w2 + p
(E + p)w
w
1CCCCCCA k (3.10)
Fv (Q) =
0BBBBBB@
0
xx
xy
xz
x
x
1CCCCCCA i+
0BBBBBB@
0
yx
yy
yz
y
y
1CCCCCCA j +
0BBBBBB@
0
zx
zy
zz
z
z
1CCCCCCA k (3.11)
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ここで，Stokesの仮定から粘性応力テンソル ij は式 (3.12)と表される．
ij = 

@ui
@xj
+
@uj
@xi

  2
3

@ui
@xi
ij    sgsij (3.12)
式 (3.11)の i は式 (3.13)と与えられる．
i = ijuj + Cp


Pr
+
t
Prt

@T
@xi
+


Sc
+

Sct
 NX
=1
h
@Y
@xi
(3.13)
また，i は式 (3.14)と与えられる．
i =


Sc
+
t
Sct

@
@xi
(3.14)
式 (3.8)を体積積分しガウスの発散定理を適用することで積分形の支配方程式（式 (3.15)）を導
出する．本研究では式 (3.15)を離散化して数値解析を行う．
@
@t
Z
V
Qdv +
Z
S

F (Q)  1
Re
Fv (Q)

 ds = 0 (3.15)
3.3 圧力算出過程
圧縮性 Flamelet モデルを用いた数値解析の圧力算出過程を説明する．まず，全エネルギー E
は式 (3.16)と表される．
E =
NX
=1
Yh   p

+
1
2
 
u2 + v2 + w2

(3.16)
式 (3.16)の比エンタルピ h は式 (3.7)のように温度 T の多項式で表される．圧力 pと温度 T
は，各保存量（，ui，E，）がエネルギー保存則（式 (3.16)）と状態方程式（式 (3.4)）を満
たすように算出する必要がある．しかし，式 (3.16)と式 (3.4)を連立しても圧力 pまたは温度 T
の 5次方程式となり解析的に解くことができない．そこで本解析では Newton-Raphson法により
陰的に温度 T および圧力 pを算出する．
Newton-Raphson法の具体的な手順について説明する．まず，式 (3.16)を式 (3.4)に代入して
式 (3.17)を得る．
f (T ) = 
NX
=1
Yh   RT
1
+
1
2

 
u2 + v2 + w2
  E (3.17)
式 (3.17)を式 (3.18)の温度多項式 f(T )の形に整理する．
f (T ) = c0 + c1T + c2T
2 + c3T
3 + c4T
4 + c5T
5 (3.18)
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式 (3.18)の各係数 cは以下のように表される．
c0 = 
NX
=1
Yb6; +
1
2

 
u2 + v2 + w2
  E; c1 =  NX
=1
Yb1;   R
1
;　
c2 = 
NX
=1
Yb2;; c3 = 
NX
=1
Yb3;; c4 = 
NX
=1
Yb4;; c5 = 
NX
=1
Yb5;　 (3.19)
次に，式 (3.20)の漸化式を用い残差 jTn+1   Tnjがある閾値（本解析では 10 7 とする）より
も小さくなるまで計算を行い，f(T ) ' 0となる温度 T を算出する．
Tn+1 = Tn   f (Tn)
f 0 (Tn)
(3.20)
f 0(T )は f(T )を T で微分した式であり，式 (3.21)と表される．
f 0 (T ) = c1 + 2c2T + 3c3T 2 + 4c4T 3 + 5c5T 4 (3.21)
圧力 pは Newton-Raphson法で求めた温度 T と状態方程式（式 (3.4)）から算出する．
3.4 空間離散化
本解析における空間離散化はセル中心型の有限体積法により行う．式 (3.15)の各項は式 (3.22)
および式 (3.23) のように離散化する．ここで，VA はセル A の体積，QA はセル A の時間 t
に対する Qのセル平均値の変化量，Fi と Fvi はセルの各面に対する平均の非粘性流束ベクトルと
粘性流束ベクトル，si はセルの各面の面積を絶対値にもつ法線ベクトル，iはセル Aの各面の番
号を表す．
@
@t
Z
V
Qdv  VA
t
QA　 (3.22)
Z
S

F (Q)  1
Re
Fv (Q)

 ds 
X
i2I

Fi (Q)  1
Re
Fvi (Q)

 si (3.23)
また，セルの各面の流束は式 (3.24)と表される．
F (Q)  s = (Fxnx + Fyny + Fznz)S
= T  1T (Fxnx + Fyny + Fznz)S
= T  1FnS (3.24)
式 (3.24)の T は回転行列（式 (3.25)），T  1 は回転行列の逆行列（式 (3.26)）であり，その成
分 (nx; ny; nz)はセルの各面の単位法線ベクトル，(t1x; t1y; t1z)および (t2x; t2y; t3z)は単位接線
ベクトルである．S はセルの面積，Fn（式 (3.27)）はセル表面に沿う局所座標系に整理した流束
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ベクトルであり，その成分 (un; ut1; ut2)は法線方向および接線速度方向の速度である．
T =
26666664
1 0 0 0 0 0
0 nx ny nz 0 0
0 t1x t1y t1z 0 0
0 t2x t2y t2z 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
37777775 (3.25)
T  1 =
26666664
1 0 0 0 0 0
0 nx t1x t2x 0 0
0 ny t1y t2y 0 0
0 nz t1z t2z 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
37777775 (3.26)
Fn =
26666664
un
u2n + p
unut1
unut2
(E + p)un
un
37777775 (3.27)
また，保存量ベクトルについても回転行列 T を用い，式 (3.28)および式 (3.29)のように局所
座標系で表すことができる．
Qn = T Q (3.28)26666664

un
ut1
ut2
E

37777775 =
26666664
1 0 0 0 0 0
0 nx ny nz 0 0
0 t1x t1y t1z 0 0
0 t2x t2y t2z 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
37777775
26666664

u
v
w
E

37777775 (3.29)
以上より，セルの各面に対する局所座標系を用い流束や保存量を表すことで，任意形状のセル
に対して後述する近似リーマン解法を適用し，非粘性流束を算出することができる．
3.5 非粘性流束
セルの境界面の流束を厳密に算出する方法として，隣接するセル A・Bに一定値の保存量 QA・
QBを仮定し，各セルの間で流れの支配方程式を満たすようにリーマン問題を解くGodunov法 [93]
が提案されている．しかし，Godunov法では隣り合う全てのセルに対してリーマン問題を解き，
その解から各セル界面を通過する流束を算出するため，繰り返し計算が増え計算コストが非常に
高くなる．また，セル内で物理量が一定であるという仮定に基づくため，リーマン問題を厳密に
解いても解の精度が大きく向上するわけではない．このような背景から，本解析ではリーマン問
題の解を近似的に求める近似リーマン解法を用いて非粘性流束を算出する．
これまでに多くの近似リーマン解法が流れの条件に応じて提案されてきた．本解析の非粘性流
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束計算には嶋らの提案した SLAU（Simple low-dissipation AUSM）[94] を用いる．SLAUではパ
ラメータの調整なしに低速から極超音速までの広い速度域で安定して非粘性流束を算出すること
ができる．
SLAUでは流束 Fn を，MUSCL法により外挿した左側（添え字：+）と右側（添え字： ）の
セル界面の値を用い式 (3.30)で算出する．式 (3.30)の uは流速ベクトル，H は単位質量あたり
の全エンタルピ， は混合分率，epは圧力， _mは質量流束であり，いずれもセル境界で定義された
値である．
Fn =
_m+ j _mj
2
2664
1
u
H

3775
+
+
_m  j _mj
2
2664
1
u
H

3775
 
+
2664
0ep
0
0
3775 (3.30)
式 (3.30)の圧力 epは，音速 aやMach数M，AUSM族スキームの変数 ，速度域に対するス
イッチングパラメータである p を用い式 (3.31)～式 (3.34)と与えられる．
~p =
p+ + p 
2
+
+    
2
 
p+   p + (1  p)  + +     1 p+ + p 
2
(3.31)
p =

1  M^
2
; M^ = min
0@1; 1
a
s
u+
2
+ u 2
2
1A (3.32)
 =
8><>:
1
4
 
2M  M  12; jMj < 1
1
2

1 + sign
 M ; jMj  1 (3.33)
M =
u
a
; a =
a  + a+
2
(3.34)
また，式 (3.30)の質量流束 _mは，強い膨張での非物理的な密度流束に対する修正パラメータで
ある g を用い，式 (3.35)～式 (3.37)と与えられる．
_m =
1
2
n
+
 
u+ + juj++    u    juj   p
a
 
p    p+o (3.35)
juj = (1  g) 
+ju+j+  ju j
+ +  
+ gjuj (3.36)
g =  max min  M+; 0 ; 1min max  M ; 0 ; 1 (3.37)
3.6 粘性流束
3.6.1 勾配計算
粘性流束の算出にはセル界面上の物理量の勾配が必要となる．隣接するセル A・B の物理量
QA・QB の算術平均から，セル界面の物理量 Q0face を式 (3.38)と与えると Even-odd不安定が発
生するおそれがある．
rQ0face =
1
2
(rQA +rQB)　 (3.38)
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そのため，本解析では式 (3.39)でセル界面上の勾配を修正する．ここで，xA・xB はセル A・B
の位置ベクトル，` AB はセル Aの中心からセル Bの中心に向かう位置ベクトル（`AB = xB xA）
とする．ただし，空間勾配をとる物理量以外に対するセル界面上の値はセル A・Bの算術平均に
より算出する [95,96]．
rQface = rQ0face  

rQ0face 
`AB
j`ABj  
QB  QA
j`ABj

`AB
j`ABj　 (3.39)
本解析では物理量の空間勾配 rQ の算出に，Green-Gauss 法（G-G）と重み付き最小二乗法
（WLSQ）をスイッチングさせる GLSQ法（G-G based WLSQ）[97] を用いる．GLSQ法では壁
面近傍などの薄く曲がった格子にはG-G法を適用し，壁から離れた場所でWLSQ法を適用する．
GLSQ法を用いることで不等間隔格子でも最大 2次精度を保ち，セル内の物理量の再構築を行う
場合にも単調性を維持することができる．
GLSQ法では式 (3.40)～式 (3.44)を用いてセル Aの勾配 rQA を求める．ここで， は G-G
とWLSQを切り替えるパラメータであり， = 0では G-G法， = 1ではWLSQ法になる．
以下の式において，NA はセル Aに隣接するセルの数，添え字 iはセル Aに隣接するセル，
はセル中心間の差分，V はセル体積，S はセル面の面積，! はWLSQ法の重み関数，I は単位ベ
クトル，Lはセル中心間距離，l はセルの中心と境界面中心の距離，L0 は Lのセル面に対する法
線ベクトル成分，l0 は l のセル面に対する法線ベクトル成分， ~xn はセル面の単位法線ベクトル，
~xt は隣接セル方向への単位ベクトル，~xはセルからセル面へのベクトル，はセル中心間の差
分を表す．
[M + 2 (1  )VAI]rQA
= 
NAX
i=1
!iLi~xtiQi + (1  )
NAX
i=1
Si~xn;iQi;  2 [0; 1] (3.40)
M =
24IXX IXY IXZIY X IY Y IY Z
IZX IZY IZZ
35 (3.41)
IAB =
NAX
i=1
!iAiBi (3.42)
!i =

2l0i
L0i
2
Si
Li
(3.43)
 = min

1;
VA
max (xi) max (Si)

(3.44)
3.6.2 勾配の再構築
セル境界面上の物理量を空間 2次精度で算出するため，セル内に物理量の線形的な分布を仮定
し，式 (3.45) で物理量の再構築を行う．式 (3.45) の QA;face はセル境界面上に再構築された値，
QA はセル中心の物理量，rQA はセル中心の物理量の勾配，`A;face はセル Aの中心から境界面
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に向かう垂直ベクトルとする．
QA;face = QA +rQA`A;face (3.45)
しかし，式 (3.45)の高次精度化では空間 2次精度以上で解の単調性が維持できないことから，
通常は計算の安定性を高めるために勾配制限関数 を使用する．このときセル境界面上の物理量
QA;face は式 (3.46)と与えられる．
QA;face = QA +ArQA`A;face (3.46)
本解析では菱田らの提案した勾配制限関数（van Albada 型）[98] を用いる．まず，セル A と
隣接するセルとの物理量の最大の差 Qmax = max[max(Qneighbor   QA); 0] および最小の差
Qmin = min[min(Qneighbor   QA); 0]をそれぞれ算出する．次に，勾配制限関数を用いずにセ
ル Aから隣接するセル Bの中心まで外挿した物理量 QAB を算出し，式 (3.47)と式 (3.48)から
式 (3.49)を算出する．最後に，セル Aの全ての面に対し式 (3.50)から A を計算し，その最小
値を用い物理量の再構築を行う．
QAB  QA = rQA  (`A;face   `B;face)  (rQA  `A;face) `0AB (3.47)
`0AB =
j`A;facej+ j`B;facej
j`A;facej (3.48)
0A;face =
8><>:
Qmax
QAB  QA (QAB  QA > 0)
Qmin
QAB  QA (QAB  QA < 0)
(3.49)
A =
8>>>>>>>><>>>>>>>>:
0

0A;face < 0

0A;face

1 +
`0AB   1
2
0A;face
 
0  0A;face <
1
`0AB

1 +
2`0AB   1
2 (1  `0AB)

1 0A;face
2  1
`0AB
 0A;face < 1

1

1  0A;face

(3.50)
3.7 時間進行法
本解析では計算負荷の低減のため，陰解法の一つである LU-SGS法（Lower upper symmetric
Gauss Seidel）と Dual time stepping法を組み合わせて時間発展を行う [99,100,101]．
まず，積分形の支配方程式を式 (3.51)に示す．
@
@t
Z
V
Qdv +
Z
S

F (Q)  1
Re
Fv (Q)

 ds = 0 (3.51)
式 (3.51)を体積 VA の多面体セル Aにおいて積分すると式 (3.52)および式 (3.53)となる．こ
こで，RA はセル A における流束の総和（= 残差），i 2 I(A) はセル A に隣接するセル番号を
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表す．
VA
@QA
@t
=  RA (Q) (3.52)
RA (Q) =
X
i2I(A)

Fi (Q)  1
Re
Fvi (Q)

Si　 (3.53)
陰解法において非定常解を得るために擬似時間  を導入し，式 (3.52)を式 (3.54)とする．
VA
@QA
@
=  RA (Q)  VA @QA
@t
(3.54)
式 (3.54)を  について Euler陰解法に基づき離散化すると式 (3.55)となる．式 (3.55)の添字
mは擬似時間のステップ数を表す．
VA
Qm+1A  QmA

=  RA
 
Qm+1
  VA@QA
@t
m+1
(3.55)
また，Taylor展開により RA(Qm+1)を線形化すると，式 (3.56)および式 (3.57)となる．ここ
で，k 2 K は計算領域の全てのセルを表す．
RA
 
Qm+1
  RA (Qm) + X
k2K

@Rk
@Qk
m
Qmk (3.56)
Qmk = Q
m+1
k  Qmk (3.57)
一方，式 (3.55) の保存量 Q の時間微分については，2 次精度の後退差分をとり式 (3.58) と表
す．nは物理時間のステップ数を表す．
@QA
@t
m+1
=
3Qm+1A   4QnA +Qn 1A
2t
(3.58)
以上より，式 (3.55) は式 (3.59) と表される．擬似時間で内部反復を行い解が収束すると，式
(3.59)において Qm+1A = Q
n+1
A ，QmA = 0となり，R0A(Qm) = 0となる．このとき Q
n+1
A は時
間 2次精度の非定常解となる．
1

+
3
2t

VAI

QmA +
X
k2K

@Rk
@Qk
m
Qmk =  RA (Qm)  VA
3QmA   4QnA +Qn 1A
2t
  R0A (Qm) (3.59)
また，式 (3.59)の時間積分には LU-SGS法を用いる．まず，ヤコビアン @Rk
@Qk
については非粘
性流束のみを考慮して式 (3.60)とする．
@Rk
@Qk
 @
@Qk
X
i2I(A)
Fi (Q)Si (3.60)
非粘性流束は 1次精度の風上差分で表し，式 (3.59)の左辺第 2項を式 (3.61)と表す．X
k2K
@RA
@Qk
Qk 
X
i2I(A)
 
@F+i
@QA
QA +
@F－i
@Qi
Qi
!
Si =
X
i2I(A)
 
A+i QA +A
 
i Qi

Si (3.61)
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ここで，F+，F－ は式 (3.62)の関係を有する，正と負の固有値に対応する流束である．
Fi (Q)  Fi (QA; Qi) = F+i (QA) + F i (Qi) (3.62)
以上より，式 (3.59)から式 (3.63)が導出される．式 (3.63)の L(A)はセル Aに隣接するセル
でセル番号が Aより小さいものを表し，U(A)はセル番号が Aより大きいものを表す．24 1

+
3
2t

VAI +
X
i2I(A)
A+i Si
35QnA+ X
i2L(A)
A i SiQ
n
i +
X
i2U(A)
A i SiQ
n
i =  R0A (Qn)
(3.63)
式 (3.63)は Forward sweep（式 (3.64)）と Backward sweep（式 (3.65)）と呼ばれる二段階の
計算手順に分けて解く．
QA = D
 1
A
24 R0A (Qn)  X
i2L(A)
A i SiQ

i
35 (3.64)
QnA = Q

A  D 1A
X
i2U(A)
A i SiQ
n
i (3.65)
これらの手順により，式 (3.64)および式 (3.65)の右辺の Qi は既に更新されたものを使用す
ることができる．各式の DA は式 (3.66)と表される．
DA =
24 1

+
3
2t

VAI +
X
i2I(A)
A+i Si
35 (3.66)
ここで，ヤコビアンの関係式をスペクトル半径 rA を用い式 (3.67)と表す．
A =
1
2
(A rAI) ;
X
i2I(A)
ASi = 0 (3.67)
DA を式 (3.67)を用い式 (3.68)と近似する．
DA 
24 1

+
3
2t

VA +
1
2
X
i2I(A)
riSi
35 I (3.68)
スペクトル半径 rA は式 (3.69)から算出する．式 (3.69)の un は速度の法線方向成分，aは音
速，は粘性係数，Reは Reynolds数，は密度，hは格子幅である．
rA = junj+ a+ 2
Reh
　 (3.69)
ここで，式 (3.70)の近似が成り立つ．
AiQi  F (Qi +Qi)  F (Qi) (3.70)
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式 (3.70)を式 (3.64)と式 (3.65)に適用し，最終的に式 (3.71)および式 (3.72)が導出される．
QA = D
 1
A
24 R0A   12 X
i2L(A)
[(F (Qi +Q

i )  F (Qi)  rAQi )Si]
35 (3.71)
QA = Q

A  D 1A
1
2
X
i2U(A)
[(F (Qi +Q

i )  F (Qi)  rAQi)Si] (3.72)
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第 4章
連鎖律に基づく定式化の提案
4.1 本研究の提案方法
4.1.1 連鎖律に基づく定式化（form1，form2）
本章では本研究の主要成果の一つである，エネルギー輸送方程式の熱流束項（式 (2.97)，式
(2.99)）に含まれる熱伝導やエンタルピの異なる化学種の分子拡散に関する項の一部を，連鎖律
に基づき分解する二つの定式化（form1：式 (2.100)，form2：式 (2.101)）を提案する．具体的に
は，これらの定式化では各化学種質量分率の空間勾配や各化学種の比エンタルピの空間勾配の総
和を，Flameletテーブルの入力変数であり物理的に独立した意味を有する三つのパラメータ（燃
料と酸化剤の混合を表す混合分率 e，化学平衡からのずれを表すスカラー消散率 e，乱流による混
合分率の変動を表す混合分率の SGS変動成分 e00）に対して分解する．これらの定式化の利点や
Flameletテーブルの作成手順，計算の安定化手法の提案などについて説明する．
@fY
@xi
=
 
@fY
@e
!
@e
@xi
+
 
@fY
@e
!
@e
@xi
+
 
@fY
@ e00
!
@ e00
@xi
(2.100)
まず，定式化 form1（式 (2.100)）では各化学種質量分率の空間勾配をテーブルの入力変数方向
の比エンタルピの偏微分値と，テーブルの入力変数の空間勾配に分解する．出力変数を各化学種
質量分率とする従来のテーブルを微分可能な関数で近似することで，前者をテーブルの近似関数
の微分から算出し，後者のみを数値解析から得ることで各化学種質量分率の空間勾配計算を効率
化する利点がある．
NX
=1
fh @fY
@xi
=
 
NX
=1
fh @fY
@e
!
@e
@xi
+
 
NX
=1
fh @fY
@e
!
@e
@xi
+
 
NX
=1
fh @fY
@ e00
!
@ e00
@xi
(2.101)
また，定式化 form2（式 (2.101)）では各化学種の比エンタルピの空間勾配の総和を，テーブル
の入力変数方向の比エンタルピの偏微分値の総和と，テーブルの入力変数の空間勾配に分解する．
前者を出力するテーブルを事前作成し，後者のみを数値解析から得ることで化学種数の増加に伴
う計算負荷の増加を抑制する利点がある．
圧縮性 Flameletモデルを用いた数値解析における，エネルギー輸送方程式の熱流束項に着目し
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た先行研究としては，Quinlan ら [102] が Flamelet テーブルの入力変数を e のみとする簡易な条
件において，式 (2.101)と類似の定式化で，熱流束項を e の空間勾配と e 方向の熱化学量の偏微
分値に分解できることを示した例がある．ただし，この先行研究では熱流束項における eおよびe00 の影響を考慮しておらず，偏微分値の Flameletテーブルを追加することによるメモリ使用量
の増加についても対処はなされていない．
4.1.2 提案方法の Flameletテーブルの構成
本研究では，第 5章において定式化 form1・form2との相乗効果を生むような人工ニューラル
ネットワーク（Articial neural network，ANN）の活用方法を提案し，テーブルのデータ形式に
従来の線形補間（Linear interpolation，Lerp）を用いる方法との比較を行う．本研究では，従来の
定式化（form0）と線形補間のテーブルを用いる圧縮性 Flameletモデルの従来方法 fom0-lerp，定
式化 form1と ANNのテーブルを用いる提案方法 form1-ann，定式化 form2と線形補間のテーブ
ルを用いる提案方法 form2-lerp，定式化 form2と ANNのテーブルを用いる提案方法 form2-ann
の比較を行う．
各方法における Flamelet テーブルの構成を表 4.1 に示す．提案方法 form1-ann には，出力変
数を各化学種質量分率とする従来の Flamelet テーブルを微分可能な関数（本研究では ANN を
用いる）で近似することで，その関数の偏微分により各化学種質量分率の偏微分値（@fY
@e ，@fY@e ，
@fY
@f00）の算出も可能にする．提案方法 form2-lerp・form2-ann では，エネルギー輸送方程式にお
ける熱流束項の算出に活用するテーブル 3を設定することで，Flameletテーブルの出力変数に混
合気体の熱化学量のみを扱うことを可能にする．
本研究では ANNの近似精度を高めるため，提案方法 form1-ann・form2-annの Flameletテー
ブルの出力変数に対するネットワークの割り当てを調整している．提案方法 form1-annのテーブ
ル 1については，各化学種質量分率を性質の異なる 5種類のグループ（不活性ガス，燃料，酸化
剤，生成物，中間生成物）に分け，各グループに対応するANNを作成する（このことから表 4.1の
form1-annのテーブルを 1(i)-(v)と記載している）．また，同様の理由から提案方法 form2-lerp・
form2-ann のテーブル 3 では入出力変数を一部変更している．ここで，提案方法 form2-lerp の
テーブル 3 については，出力変数にエンタルピの温度多項式（式 (3.7)）を適用することで定式
化 form2（式 (2.101)）の偏微分値の総和を算出する．ANN を活用する提案方法 form1-ann・
form2-annの Flameletテーブルの詳細については第 5章で述べる．
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表 4.1 Flamelet tables of conventional method and proposed methods
Method Table Input Output
form0-lerp 1 e; e; e00 fY
form1-ann 1(i)-(v) e; e; e00 fY,@fY
@e ,@fY@e ,@fY@f00
form2-lerp
1
e; e; e00
R
2
PN
=1 b;m
fY (m = 1; 2    ; 6)
3
PN
=1 b;m(
@fY
@e ),PN=1 b;m(@fY@e ),PN=1 b;m(@fY@f00 )
(m = 1; 2    ; 6)
form2-ann
1 e; e; e00 R
2
PN
=1 b;m
fY (m = 1; 2    ; 6)
3(i) e; e; e00; eT
PN
=1 h(
@fY
@e )
3(ii)
PN
=1 h(
@fY
@e )
3(iii)
PN
=1 h(
@fY
@f00 )
4.1.3 提案方法 form2-annの入出力変数の設定について
Flameletテーブルから線形補間により熱化学量を得る場合には，これらの熱化学量を使って算
出する物理量についても基本的には十分な精度が得られると考えられる．そのため，線形補間では
Flamelet テーブルの入力変数をむやみに増やさず，複数の熱化学量を出力変数として Flamelet
テーブルから呼び出す方が，線形補間の補間係数に要するメモリ使用量を抑えることができ，計算
性能の向上に繋がる．一方，ANNで Flameletテーブルを近似する場合には出力変数が ANN特
有のばらつきのある近似誤差を有することになる．Flameletテーブルの出力変数に対する ANN
の近似誤差は第 5章で後述する ANNの訓練アルゴリズムにより最小化されていき，事前の精度
評価によっても定量的に把握することができる．しかし，ANNから得た出力変数同士を掛け合わ
せるなどして新たに算出する物理量については，ANNの近似誤差による影響が大きくなるおそれ
がある．
具体的な例を挙げると，提案方法 form2-lerpのテーブル 3の出力変数をそのまま ANNで算出
すると，出力変数（
PN
=1 b;m(
@fY
@e )，PN=1 b;m(@fY@e )，PN=1 b;m(@fY@f00 )，m = 1; 2;    6）か
らエンタルピの温度多項式（式 (3.7)）を計算して式 (2.101)の
PN
=1 h(
@fY
@e )，PN=1 h(@fY@e )，PN
=1 h(
@fY
@f00 )を得るまでに ANNの近似誤差の影響が積み重なることになる．以上の理由から，
ANNの近似精度を高めるために，提案方法 form2-annのテーブル 3のみ Flameletテーブルの入
出力変数を提案方法 form2-lerpから変更している．
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4.2 圧縮性 Flameletモデルを用いた数値解析の安定化について
圧縮性 Flameletモデルを用いた数値解析では式 (2.97)および式 (2.99)のエネルギー流束算出
過程に，Flameletテーブルから参照する各化学種質量分率や熱化学量を使用する．このため，従来
方法（form0-lerp）では各化学種質量分率の空間勾配項 @fY@xi，提案方法（form1-ann，form2-lerp，
form2-ann）ではテーブルの入力変数の空間勾配項 @e@xi， @e@xi，@f00@xi の算出精度が低い場合に，全
体的な計算精度の低下が生じ，計算の不安定性に繋がるおそれがある．特に，提案方法で扱うス
カラー消散率 eと混合分率の SGS変動成分 e00 は混合分率 e よりも急激に変化する傾向があるた
め，この数値不安定性が大きくなる傾向がある．
このため，本研究では提案方法の数値安定性を向上する二つの方法を提案した．まず，エネル
ギー流束算出に用いる @e@xi，@f00@xi に非粘性流束と同じ勾配制限関数により再構築した値を用いる
ことで計算を安定化させる方法（安定化手法 (1)）を提案した．また，本解析における eと e00 の
定義（式 (4.1)，式 (4.2)）に立ち返り，eの勾配を式 (4.3)と式 (4.4)， e00 の勾配を式 (4.5)と再
構成することで計算を安定化させる方法（安定化手法 (2)）を提案した．
e = 2Djrej2 = 2



Sc
+
t
Sct

jrej2 (4.1)
e00 = C2jrej2 (4.2)
@e
@xi
= 2

  1
2
@
@xi


Sc
+
t
Sct

jrej2 + 1

@
@xi


Sc
+
t
Sct

jrej2
+
1



Sc
+
t
Sct

@
@xi

jrej2 (4.3)
@
@xi

jrej2 = 2 @
@xi
 
@e
@xj
!
@e
@xj
(4.4)
@ e00
@xi
= C

2
@
@xi
jrej2 +2 @
@xi

jrej2 (4.5)
ここで，安定化手法 (2)では下記の処理 1・2を行うことに注意する．図 4.1，図 4.2では eを
例にこれらの処理の内容を示しているが， e00 についても同様の処理を行う．
まず，処理 1は eと e00 の空間勾配に対するカットオフである．図 4.1に示すように，本研究で
は eと e00 の定義域（0:001 s 1  e  130 s 1，0  e00  0:012）を定めていることを踏まえ，セ
ル界面で eや e00 の値が定義域を超える場合には空間勾配項 @e@xi，@f00@xi を 0とする．
48
第 4 章　 連鎖律に基づく定式化の提案
図 4.1 Stabilization process1
また，処理 2はセル界面の eと e00 を隣接するセルの中心の各値の算術平均から算出すること
である．セル界面の物理量の算出には様々な方法が考えられるが，隣り合うセルの中心のもつ e
と @e@xi からセル界面の eと e00 を算出する場合，図 4.2の青丸のように，セル中心の値からかけ離
れた値が算出され不安定性が生じる可能性があるため，算術平均によりセル界面の eと e00 を算出
する．
図 4.2 Stabilization process2
4.3 Flameletテーブルの設定条件と作成手順
4.3.1 Flameletテーブルの設定条件と提案方法の概観
表 4.1に示した各方法の Flameletテーブルの設定条件の詳細と作成手順を説明する．Flamelet
テーブルの作成は第 6 章のスクラムジェットエンジン試験燃焼器の試験条件を対象とし，水素-
空気化学反応モデル [74,103]（9化学種，19反応）を用いた層流対向流拡散火炎の詳細解析により
行う．
表 4.1 に示すように，従来方法 form0-lerp はテーブル 1，提案方法 form1-ann はテーブル 1，
提案方法 form2-lerp はテーブル 1-3，提案方法 form2-ann はテーブル 1-3 をそれぞれ使用す
る．ここで，表 4.1の中の添え字 mは NASA polynomials の係数の番号を表す．また，提案方
法 form2-lerp のテーブル 2・3 および提案方法 form2-ann のテーブル 2 については，高温領域
（ eT > 1000K）と低温領域（eT  1000K）に対応する 2種類の Flameletテーブルを，高温・低温
領域に対応する NASA polynomialsの係数（bm;high，bm;low）を用いそれぞれ作成する．
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各方法の概観を以下に示す．従来方法 form0-lerp では各化学種質量分率を線形補間により
Flamelet テーブルから呼び出すが，化学種数の増加に伴い計算性能が低下する問題がある．提
案方法 form1-ann では，従来の Flamelet テーブルを ANNの非線形関数で近似することで，こ
の近似関数の微分により各化学種質量分率だけでなくその偏微分値までも効率的に算出する．
これにより，各化学種質量分率の空間勾配計算を効率化することができ，かつ，Flamelet テー
ブルに ANN を活用することで，計算時間およびメモリ使用量の低減が期待できる．提案方法
form2-lerp・form2-annでは，Flameletテーブルの出力変数として混合気体の熱化学量を設定し，
新たに式 (2.101)に対応する偏微分値の総和を出力するテーブル 3を用いる．これにより，化学種
数に依存する計算手順を完全に排除することができるため，計算時間の大幅な低減が期待できる．
提案方法 form2-lerpのテーブル 1は混合気体のガス定数の算出，テーブル 2は Newton-Raphson
法による温度・圧力の算出（式 (3.18)～式 (3.21)），テーブル 3は熱流束項の算出に用いる．提案
方法 form2-annでは ANNを活用することで Flamelet テーブルのメモリ使用量の大幅な低減が
期待できる．
4.3.2 従来方法 form0-lerp（テーブル 1）の作成手順
まず，FlameMaster [74] により層流対向流拡散火炎の詳細解析を行う．入力条件（燃料・酸化
剤の組成，初期温度，圧力，量論混合比のスカラー消散率 st，化学反応モデル）に対し，混合分
率 ・量論混合比のスカラー消散率 st に対応する各化学種質量分率 Y の出力を得る．各入力条
件の設定は後述する表 6.2の主流空気および燃料の流入条件にならう．次に，ここで得た各化学
種質量分率 Y に対しベータ関数分布の確率密度関数 eP ()による数値積分を行い，フィルタ処理
後の各化学種質量分率 fY を得る．入力変数は 0  e  1，0:001 s 1  e  130 s 1（層流対向流
拡散火炎の消炎近傍の値），0  e00  0:012と設定し，出力変数は各化学種質量分率 fY とする．e  e e00 に対し，データセット (i) 801 50 13を作成する．
混合分率 e は指定したデータ数に対し，層流対向流拡散火炎の解に適合する値が FlameMaster
により自動的に設定される．eと e00 についても，本研究で扱う入力変数の値は全て層流対向流拡
散火炎の解および Flameletテーブルの出力変数に対して適合的に設定する．また，量論混合比に
おけるスカラー消散率を Flameletテーブルの参照に用いる一般的な仮定を使用する（e = st）*1．
データセット (i)の eは先行研究 [6,7] をもとに，各 st の条件における層流対向流拡散火炎の最高
温度の差が 50K未満となる間隔で設定する． e00 についても量論混合比近傍で急激に変換する各
化学種質量分率の応答曲面を精度良く捉えられるよう，確率密度関数の数値積分の結果を踏まえ
適合的に設定する．eと e00 の具体的な値を 4.3.6に示す．
続いて，上記のデータセット (i)に対し，混合分率方向のデータ数を 201として，三次スプライ
ン補間で再構成することでデータセット (i')を作成する．データセット (i)ではベータ関数分布の
*1 Laminar amelet model で広く用いられる一般的な仮定であるが，火炎接線方向のスカラー消散率の変化を無視
しているため，式 (2.100)および式 (2.101)の @fY=@eもその影響を無視したものとなる．今後本手法をより普遍
的な条件に拡張するためには，この仮定が @fY=@eに与える影響も定量的に評価する必要がある．
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確率密度関数を用いた数値積分の精度を向上するために，混合分率方向のデータ数を 801と多く
設定している．これに対し，数値解析に用いる Flamelet テーブルのメモリ使用量と近似精度と
の兼ね合いから，データセット (i')では混合分率方向のデータ数を削減する．st = 0:001 s 1 の
混合分率方向のデータ数 201の条件に対して，FlameMasterが出力する混合分率をデータセット
(i')に用いる．データセット (i')を用い従来方法 form0-lerpのテーブル 1を作成する．
4.3.3 提案方法 form2-lerp（テーブル 1-3）の作成手順
FlameMasterによる層流対向流拡散火炎の詳細解析を行い，データセット (i)に加え，e e e00
に対するデータセット (ii) 801  59  20 を作成する．データセット (ii) の e， e00 は提案方法
form2-lerp・form2-annのテーブル 3の出力変数に対し適合的に設定する．続いて，データセッ
ト (ii)に対し，混合分率方向のデータ数を 201として，三次スプライン補間で再構成することで
データセット (ii') を作成する．データセット (i') と同様に，st = 0:001 s 1 の混合分率方向の
データ数 201の条件に対して，FlameMasterが出力する混合分率をデータセット (ii')に用いる．
次に，各化学種質量分率の偏微分値（@fY
@e ，@fY@e ，@fY@f00）を，データセット (ii')の内部点間の中心
差分と端部に対する片側差分により算出する．これらの偏微分値は各化学種質量分率よりも急激
な値の変化を伴うため，データセット (i')よりも各入力変数のデータ数を適合的に増加させたデー
タセット (ii')を用いている．最終的に，テーブル 1・2をデータセット (i')と NASA polynomials
を用い作成する．また，テーブル 3を偏微分値（@fY
@e ，@fY@e ，@fY@f00）とデータセット (ii')，NASA
polynomialsを用い作成する．
4.3.4 提案方法 form1-ann（テーブル 1）の作成手順
データセット (i') を用い ANNの訓練を行い，提案方法 form1-ann のテーブル 1を作成する．
本研究では ANNの近似精度を向上するため，各化学種質量分率を 5種類のグループに分け，各
グループに対応する ANNの訓練を行う．第 5章で ANNの構成と訓練方法の詳細を述べる．
4.3.5 提案方法 form2-ann（テーブル 1-3）の作成手順
データセット (i')・(ii') をもとに入出力変数を表 4.1の提案方法 form2-annに合わせて加工し
たデータを用い，ANNの訓練を行い，提案方法 form2-annのテーブル 1-3を作成する．第 5章
で ANNの構成と訓練方法の詳細を述べる．
4.3.6 データセット (i)(ii)の設定条件
データセット (i)(ii)の e， e00 について，設定条件の詳細を以下に示す．
 データセット (i)e s 1=[0.001, 0.002, 0.004, 0.007, 0.01, 0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.1, 0.15, 0.2, 0.3, 0.4,
0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1, 1.2, 1.5, 2, 2.5, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 25, 30, 35,
40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120, 125, 130]e00=[0, 0.000005, 0.00004, 0.00025, 0.0005, 0.001, 0.002, 0.003, 0.004, 0.005, 0.007,
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0.009, 0.012]
 データセット (ii)e s 1=[0.001, 0.002, 0.003, 0.004, 0.005, 0.006, 0.007, 0.008, 0.009, 0.01, 0.011, 0.012,
0.013, 0.014, 0.015, 0.016, 0.017, 0.018, 0.019, 0.02, 0.0225, 0.025, 0.03, 0.035, 0.04,
0.045, 0.05, 0.055, 0.06, 0.065, 0.07, 0.075, 0.08, 0.085, 0.09, 0.095, 0.1, 0.11, 0.12, 0.13,
0.14, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5, 1, 5, 10, 20, 40, 60, 80, 100, 120, 130]e00=[0, 0.000005, 0.00001, 0.00002, 0.00003, 0.00004, 0.00006, 0.00008, 0.0001, 0.00015,
0.00025, 0.0005, 0.001, 0.002, 0.003, 0.004, 0.005, 0.007, 0.009, 0.012]
4.3.7 ベータ関数分布の確率密度関数を用いた数値積分
参考として，各 Flameletテーブルの作成手順において，ベータ関数分布の確率密度関数 eP ()
による数値積分を行い算出したフィルタ後の各化学種質量分率 fY を図 4.3～図 4.20に示す．こ
れらの図はデータセット (i')のスカラー消散率 st = 0:001; 130 s 1 の条件における，混合分率の
SGS変動成分 e00 に対する各化学種質量分率を示している．
図 4.3 N2 mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.4 N2 mass fraction (st = 130 s 1)
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図 4.5 H2 mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.6 H2 mass fraction (st = 130 s 1)
図 4.7 O2 mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.8 O2 mass fraction (st = 130 s 1)
図 4.9 H2O mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.10 H2O mass fraction (st = 130 s 1)
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図 4.11 H mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.12 H mass fraction (st = 130 s 1)
図 4.13 OH mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.14 OH mass fraction (st = 130 s 1)
図 4.15 O mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.16 O mass fraction (st = 130 s 1)
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図 4.17 HO2 mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.18 HO2 mass fraction (st = 130 s 1)
図 4.19 H2O2 mass fraction (st = 0:001 s 1) 図 4.20 H2O2 mass fraction (st = 130 s 1)
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第 5章
人工ニューラルネットワークの活用
5.1 本研究における人工ニューラルネットワーク活用の位置づけ
本研究では圧縮性 Flameletモデルに人工ニューラルネットワーク（Articial neural network，
ANN）を活用する二つの方法を提案する．まず，定式化 form1（式 (2.100)）に基づき，Flamelet
テーブルを ANNで近似することで，各化学種質量分率の空間勾配計算を効率化する方法（form1-
ann）を提案した．次に，定式化 form2（式 (2.101)）に基づき，入出力変数を変更した Flamelet
テーブルを ANN で近似することで，化学種数の増加に伴う計算負荷の増加を抑制する方法
（form2-ann）を提案した．ANN の活用により Flamelet テーブルのメモリ使用量の大幅な低減
や，各化学種質量分率の偏微分値算出の容易化などが期待される．ANNの訓練方法やハイパーパ
ラメータ（ANNの隠れ層数やニューロン数など）の選定については Tabulated chemistryに関す
る先行研究を始め，最新の機械学習分野で実績のある手法や値を参考に設定する．
本研究では，これまでに Tabulated chemistry 分野で実績があり高精度な回帰を可能とする
Levenberg-Marquardt法を ANNの訓練に用いる．一方，ANNを構成する活性化関数について
は，従来の Tabulated chemistry に用いられてきたシグモイド関数や双曲線正接関数に代わり，
新たに機械学習分野で提案されたソフトサイン関数を導入する．これらの ANNの基礎理論 [104]
については 5.2にまとめる．また，5.3では本研究における ANN活用の有効性を裏付けるため，
厳密解が既知のテスト関数とその偏微分値を用いた ANN活用の検証計算について説明する．最
後に，5.4で提案方法 form1-ann，5.5で提案方法 form2-annに対する，ANNの訓練手順とその
精度評価について説明する．
5.2 人工ニューラルネットワークの基礎理論
5.2.1 単純パーセプトロン
第 1章でも述べたように，ANN研究の始まりは人間の脳の神経回路網に着想を得て提案された
単純パーセプトロンというモデルにある．図 5.1に単純パーセプトロンの概略図を示す．
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図 5.1 Schematic of simple perceptron
図 5.1の単純パーセプトロンのユニットは複数の入力 xi(i = 1; 2;    I)を受け取り一つの出力
z を算出する．ここで，ユニットが受け取る総入力 uは式 (5.1)のように各入力 xi に重み wi と
呼ばれる係数行列を掛け合わせ，バイアスと呼ばれる定数 b を足したものとする．また，出力 z
は式 (5.2)のように，活性化関数 g に対する総入力 uの出力として表現される．
u =
IX
i=1
wixi + b (5.1)
z = g(u) (5.2)
5.2.2 順伝播型ネットワーク
本研究で用いる順伝播型ネットワークについて説明する．順伝播型ネットワークでは単純パー
セプトロンに基づく各ユニットが層状に並べられ，入力側から出力側に向かって情報が一方向に
のみ伝播する構造となる．図 5.2に順伝播型ネットワークの概念図を示す．
図 5.2 Schematic of feedforward neural network
図 5.2 では，第 1 層のユニットの入力 xi(i = 1; 2;    I) を用い，第 2 層のユニットの出力
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zj(j = 1; 2;    J)が式 (5.3)，式 (5.4)により算出される．
uj =
IX
i=1
wjixi + bj (5.3)
zj = g(uj) (5.4)
5.2.3 活性化関数
総入力 uに対するユニットの出力 g(u)を算出する活性化関数として，ネットワークの使用用途
に応じてこれまでに様々な関数が提案されてきている．主な活性化関数を図 5.3に示す．一般的
に，活性化関数には単調増加する非線形関数が用いられる．
図 5.3において，最も古くから活用されているものがシグモイド関数（g(u) = 1=(1+e u)）と双
曲線正接関数（g(u) = tanh(u)）であり，第 1章で述べたTabulated chemistryにANNを活用した
先行事例ではこの二者が用いられている．一方，2010年にソフトサイン関数（g(u) = u=(1+ juj)）
が提案され [105]，関数内に eの累乗を含まず，双曲線正接関数と同程度の近似精度を達成する関数
として注目されている．本研究では ANNの入力層・隠れ層の活性化関数にソフトサイン関数を用
いる．また，近年では Rectied linear unit（ReLU）と呼ばれる活性化関数（g(u) = max(u; 0)）
も注目されている．ReLUは訓練時の計算量が少なく，その微分形状から ANNの訓練を妨げる
勾配消失問題 [104] を抑制できる利点があるが，本研究で扱う Flamelet テーブルのような小規模
かつ高精度な回帰問題には不向きであるため使用しない．
図 5.3 Activation function
5.2.4 誤差関数の評価
ANNの訓練は順伝播型ネットワークの重み wとバイアス bを，ある入力・出力の組み合わせか
らなる訓練データをもとに調整していくことで行う．このときに ANNの非線形関数と訓練デー
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タの近さの評価指標となる誤差関数を設定する．ここで，バイアス bを重み w の一つとして捉え
ることで誤差関数を E(w)と表す．順伝播型ネットワークが果たす機能に応じて，異なる誤差関
数 E(w)および出力層の活性化関数を選択する必要がある．
本研究では ANNの回帰の機能に着目しており，訓練データの出力が連続値であるとして，訓
練データの入力・出力の関係を ANNにより定量的に近似することを目的とする．この場合には
ANNの活性化関数の出力の値域に合うように訓練データの値域を調整する必要があり，本研究で
は入力層と隠れ層の活性化関数にソフトサイン関数を用いるため，出力を正規化により [ 1; 1]の
範囲に調整する．また，出力層の活性化関数には恒等写像 (g(u) = u)を用いる．このような回帰
問題では，訓練データの目標出力 dn とネットワークの出力 y(xn) の二乗誤差に着目し，全訓練
データ Nd に対する各二乗誤差の和を 1=2にした式 (5.5)で誤差関数 E(w)を定義する．
E(w) =
1
2
NdX
n=1
jdn   y(xn)j2 (5.5)
5.2.5 誤差関数の最小化手法
順伝播型ネットワークの訓練は重み w とバイアス b を調整し誤差関数 E(w) を最小化するこ
とで行うが，E(w) の大域的な最小解を得ることは不可能であるため，局所的な極小解を探索
することになる．このような極小解の主な探索手法として，本研究ではこれまでに Tabulated
chemistry分野で実績があり高精度な回帰を可能とする Levenberg-Marquardt法を用いる．以下
に Levenberg-Marquardt法と，その基盤となる代表的な最小化手法をそれぞれまとめる [106]．
 勾配降下法
最も基本的な ANNの訓練方法である勾配降下法について説明する．まず，各重みに対する誤
差関数の勾配のベクトルを式 (5.6)と表す．ここで，M は重みとバイアスの全要素数を表す．
rE  @E
@w
=

@E
@w1
   @E
@wM
T
(5.6)
続いて，現在の重み w(t)に対する未来の重み w(t+ 1)を式 (5.7)のように更新する．式 (5.7)
の には学習係数と呼ばれる任意の定数を設定する．が十分に小さければ E(w)を着実に減
少させるが，小さすぎる場合には訓練時間が増加する．
w(t+ 1) = w(t)  rE(t)　 (5.7)
 Newton法
勾配降下法を改良した Newton法では，式 (5.8)のように誤差関数 E の二階微分を用いること
で極小解への収束を早めている．そのため，問題の規模が大きくなり二階微分の計算が困難に
なる場合以外では勾配降下法を用いることは少なくなってきている．
w(t+ 1) = w(t)  r2E(t) 1rE(t) (5.8)
 Gauss-Newton法
Gauss-Newton法は Newton法における二階微分の計算を排除し，高効率に二乗和の最小値を
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求める方法として提案された．式 (5.5)において rn(w) = jdn   y(xn;w)jとして式 (5.9)に整
理し，ベクトル r(w) = [r1 r2    rNd ]T のヤコビアンを J と定義すると，式 (5.10)により重
み w を更新することができる．
E(w) =
1
2
NdX
n=1
rn
2(w) (5.9)
w(t+ 1) = w(t)  J T(t)J (t) 1 J T(t)r(t) (5.10)
 Levenberg-Marquardt法
Levenberg-Marquardt法では前述したベクトル r(w)のヤコビアンを J，を学習係数，I を単
位行列として，式 (5.11)により重み wを更新する．式 (5.11)は  = 0のとき Gauss-Newton
法と一致し，が増加すると勾配降下法に近づく．本研究ではこの手法を用い ANNの訓練を
行うが，初期の を  = 0:001として，誤差関数が減少した場合には を 1/10倍に，誤差関
数が増加した場合には を 10倍に，値を逐次変化させていくことで訓練の効率化を行う．
w(t+ 1) = w(t)  J T(t)J (t) + I 1 J T(t)r(t) (5.11)
5.2.6 誤差逆伝播法
本研究では Levenberg-Marquardt 法で扱う rE を誤差逆伝播法により算出する．順伝播型
ネットワークは入力側の情報を各層に順に伝播させることで最終的な出力を得ているが，誤差逆
伝播法では入力に対する ANN の出力の誤差を出力層側から各層に逆向きに伝播させることで
rE を効率的に算出する．順伝播型ネットワークの活性化関数を一般化して g と表す例について，
誤差逆伝播法のアルゴリズムを説明する．
まず，図 5.4のように第 (l   1)層～第 (l + 1)層で構成された 3層の ANNを考える．
図 5.4 Three hidden layers ANN
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ここで，第 (l   1)層のユニットを (i = 1; 2;    I)，第 l層のユニットを (j = 1; 2;    J)，第
(l + 1)層のユニットを (k = 1; 2;   K)とする．図 5.4において，第 l層の j 番目のユニットへ
の入力を ulj，第 l 層の j 番目のユニットのもつ重みを wlji，第 l 層の j 番目のユニットの出力を
zlj，第 (l + 1)層の k 番目のユニットの入力を ul+1k と定義する．
まず，第 l層の重み wlji についての誤差関数の微分 @En=@wlji は連鎖律から式 (5.12)と表すこ
とができる．
@En
@wlji
=
@En
@ulj
@ulj
@wlji
(5.12)
式 (5.12)の右辺第 1項に着目すると，図 5.4より，ulj が En に与える影響は，第 l層の j 番目
のユニットの出力 zlj による第 (l + 1)層の各ユニットの出力値 ul+1k の変化によってのみ生じる．
このため，式 (5.12)を各 ul+1k に分解して連鎖律を適用し，式 (5.13)を導出する．
@En
@ulj
=
KX
k=1
@En
@ul+1k
@ul+1k
@ulj
(5.13)
ここで，式 (5.13)の両辺に存在する @En=@uj に着目し，式 (5.14)と定義する．
lj 
@En
@ulj
(5.14)
また，第 (l + 1)層の k 番目のユニットへの入力 ul+1k は式 (5.15)と表される．
ul+1k =
JX
j=1
wl+1kj z
l
j =
JX
j=1
wl+1kj g(u
l
j) (5.15)
式 (5.15)を第 l層の j 番目のユニットへの入力 ulj で微分すると，式 (5.16)が導出される．
@ul+1k
@ulj
= wl+1kj g
0(ulj) (5.16)
続いて，式 (5.13)に式 (5.14)と式 (5.16)を代入し，式 (5.17)を得る．式 (5.17)より，第 (l+1)
層の l+1k によって第 l 層の lj が算出可能であることが示されている．つまり，出力層（第 L層
と仮定する）の各ユニットの Lk を用い式 (5.17)を繰り返し計算することで，全ての層の  を算
出することができる．
lj =
KX
k=1
l+1k

wl+1kj g
0(ulj)

　 (5.17)
ここで，出力層の Lj は式 (5.18)で算出できる．
Lj =
@En
@uLj
(5.18)
また，第 l層の j 番目のユニットの入力と第 (l 1)番目の i番目のユニットの出力には式 (5.19)
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の関係が成り立つ．
ulj =
IX
i=1
wljiz
l 1
i 　 (5.19)
式 (5.12)の右辺第 2項に着目すると，式 (5.19)により式 (5.20)と算出できる．
@ulj
@wlji
= zl 1i (5.20)
以上より，式 (5.12)に式 (5.14)と式 (5.20)を代入すると式 (5.21)が導出される．つまり，第
(l   1)層と第 l 層を結合する重み wlji による誤差関数の微分値は，第 l 層の j 番目のユニットの
lj と第 (l   1)層の i番目のユニットの出力 zl 1i の積で与えられる．
@En
@wlji
= ljz
l 1
i (5.21)
5.2.7 汎化性能
訓練後の ANN の汎化性能に関する考え方について説明する．ANN の訓練の目的は誤差関数
E(w) の最小化であるが，最小化された E(w) をもつ ANN が必ずしも未知の入力データに対し
正確な値を出力するとは限らない．ここで，訓練データに対する ANNの出力の誤差を訓練誤差，
未知のデータに対する ANNの出力の誤差を汎化誤差と呼ぶ．ANNの近似精度を正しく評価する
ため，訓練データとは異なるテストデータに対する ANNの出力の誤差（=汎化誤差）を算出す
る必要がある.
訓練誤差は訓練が進むにつれて単調に減少するが，汎化誤差は途中で訓練誤差と大きく乖離す
ることもある．このように訓練誤差と汎化誤差が大きく乖離した状態を過適合と呼ぶ．過適合を
抑制するためには，ANNの訓練に用いるハイパーパラメータの調整が重要となる．また，本研究
では訓練データ・テストデータとは別に用意した，検証データに対する誤差の算出を ANNの訓
練と同時並行で行い，検証誤差がある程度連続して増加した場合には，訓練を早期停止すること
で過適合を抑制する．
5.3 厳密解が既知のテスト関数を対象とする検証計算
5.3.1 計算条件
Flameletテーブルに対する ANN適用の有効性を確認するため実施した検証計算について述べ
る．本研究で着目する Flamelet テーブルの熱化学量は量論混合比近傍で急激に変化する．この
傾向を，山型の応答曲面を厳密解として与えるテスト関数（式 (5.22)，図 5.5 ）により模擬する．
式 (5.22) の n は山の傾斜，m は山の中心の原点位置からのずれを表す変数であり，本解析では
nx = ny = 0:2，mx = my = 0と設定する．式 (5.22)の x方向に対する偏微分値は式 (5.23)お
よび図 5.6 となる．x，y について [ 1; 1]の区間を等間隔に分割して入力データを作成し，この
入力条件に対する線形補間および ANNの近似性能の評価を，テスト関数とその偏微分値のそれ
63
第 5 章　 人工ニューラルネットワークの活用
ぞれについて行う．
f(x; y) = 2exp

  (x mx)
2
nx

 exp

  (y  my)
2
ny

  1 (5.22)
@f
@x
=  4(x mx)
nx
 exp

  (x mx)
2
nx

 exp

  (y  my)
2
ny

(5.23)
図 5.5 Test function 図 5.6 Gradient values of test function
線形補間の入力データの x，y 方向の分割数は 5条件（25，50，100，500，1000）とする（実
際のデータ数は分割数 +1 となる）．線形補間では入力条件に対応する区間を二分探索により呼
出し，任意の区間 ij(xi～xi+1，yj～yj+1) の補間は事前に算出する各係数 a1;ij～a4;ij により式
(5.24)を計算することで行う．また，これらの入出力データについて，内部点間の中心差分と端
部に対する片側差分を計算することで，数値勾配 @flerp(x;y)@xi を算出する．テスト関数に対する線
形補間の近似精度に加え，この偏微分値に対する線形補間の近似精度の評価も行う．
flerp(x; y) = a1;ijxy + a2;ijx+ a3;ijy + a4;ij (5.24)
ANN は隠れ層を 3 層に設定し，重み ~w とバイアス ~b，活性化関数 g を用い，入力ベクトル
~u = [x; y]T により出力値 fann(~u)を式 (5.25)で計算する．また，式 (5.25)を陽的に扱い偏微分
を行うことで，式 (5.25)と同じ重みとバイアスの情報から @fann(~u)@xi を算出することができる．線
形補間に対する評価と同様に，ANNにおいてもテスト関数に対する近似精度に加え，この偏微分
値に対する近似精度の評価も行う．
fann(~u) = g4
h
~w4g3

~w3g2( ~w2g1( ~w1g0~u+ ~b1) + ~b2) + ~b3
	
+ ~b4
i
(5.25)
本解析における ANNの詳細を以下に記載する．式 (5.25)において，入力層と隠れ層の活性化
関数にはソフトサイン関数（gk(u) = u=(1 + juj)，k = 0; 1; 2; 3）を設定し，出力層の活性化関数
には恒等写像（g4(u) = u）を設定する．ANNの過適合を抑制するために，全データを訓練デー
タ，検証データ，テストデータの 3種類に 70%：15%：15%の比率でランダムに割り当て，訓練
データのみを用い Levenberg-Marquardt法により重み ~w とバイアス ~bの調整を行う．学習係数
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の最小値は 10 9 とする．検証データは訓練途中の ANNの精度評価に用い，汎化が進まない場合
には訓練を早期停止する指標とする．今回，誤差関数が連続して増加し早期停止に至るまでのエ
ポック数（全訓練データに対する誤差関数の評価と重み・バイアスの更新を行うことを 1エポッ
クとする）を 1000 と設定したが，結果としていずれの条件に対しても早期停止に至ることはな
かった．テストデータは訓練後の ANNの精度評価のために確保する．ANNに用いるデータの分
割数は 1000，隠れ層の 1層あたりのニューロンの数は 4条件（3，6，9，12）とする．また，訓
練データの割り当てがランダムであることを考慮して，5回作成した ANNの計算精度の平均値か
ら最終的な計算精度を見積もる．以上の ANNの訓練に関する主な設定項目を表 5.1に整理する．
表 5.1 ANN training settings (verication calculation)
Training algorithm Dataset Remarks
Levenberg-Marquardt 1002001 train:val:test=70%:15%:15%
(input/hidden: softsign, (x y : minimum learning rate:10 9
output: linear, 10000 epochs) 1001 1001) fail count for early stop:1000
本解析では，各入力条件に対する線形補間および ANNの出力の算出にかかる計算時間を精度
よく見積もるため，[ 1; 1] の範囲でランダムに選ぶ入力条件に対し，出力を得るまでの計算を
107 回のループで行うことを 1 セットとし，10 セットの平均値から最終的な計算時間を算出す
る．計算精度の評価は，基準とする入力データ（分割数：2000）に対して式 (5.22)，式 (5.23)か
ら算出する理論値と，各分割数条件の線形補間の予測値および各ニューロン数条件の ANNの予
測値との比較から，各条件に対する平均絶対誤差（Mean absolute error，MAE）と最大絶対誤差
（Maximum absolute error，MaxAE）を算出することで行う．
5.3.2 メモリ使用量
データの分割数に対して線形補間に要するメモリ使用量（青色）と，隠れ層の 1層あたりのニュー
ロン数に対して ANNに要するメモリ使用量（赤色）の関係を図 5.7 に示す．線形補間について
は｛4（係数の数）x方向のデータ数 y方向のデータ数｝ 8（倍精度浮動小数点型）byte，ANN
については｛重みとバイアスの全要素数+ 5（全ての層数）+ 2（出力の正規化に用いる値の数）｝
8（倍精度浮動小数点型）byteをメモリ使用量とする．図 5.7より，ANNのメモリ使用量はニュー
ロン数の増加に伴い増加していくが，隠れ層の 1 層あたりのニューロン数が 3～12 程度であれ
ば ANNのメモリ使用量は線形補間の約 1 10 5～0.15倍と大幅に下回る．一方，線形補間では
データの総数に比例してメモリ使用量が増加していく．
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図 5.7 Memory usage
5.3.3 計算時間
データの分割数に対して線形補間に要する計算時間（青色）と，隠れ層の 1層あたりのニュー
ロン数に対して ANNに要する計算時間（赤色）の関係を図 5.8に示す．線形補間については，入
力変数に対するデータを二分探索で呼び出す時間と，近傍のデータから線形補間で値を算出する
時間の合計を計算時間として算出する．ANNについては，入力変数に対し重み・バイアスと活性
化関数を用い出力を得るまでにかかる時間を計算時間とする．図 5.8より，ANNでは行列の積の
計算の多さや活性化関数の計算コストにより，線形補間に比べ約 0.9～8.7倍の計算時間がかかる
ことがわかる．ただし，隠れ層の 1層あたりのニューロン数を 12とした大規模の ANNについて
も計算時間は 5 10 7 s以下であり，数値解析に組み込む上でも問題ない計算負荷であると考え
られる．また，従来広く用いられてきた双曲線正接関数を入力層・隠れ層の活性化関数とする場
合についても，隠れ層の 1層あたりのニューロン数を 12とする条件で検証計算を実施し，計算時
間は約 28:8 10 7 sと，ソフトサイン関数を用いる場合に比べて約 6.2倍の計算時間がかかるこ
とを確認した．
66
第 5 章　 人工ニューラルネットワークの活用
図 5.8 Calculation time
5.3.4 計算精度
線形補間と ANNの精度評価として，基準とする入力データ（分割数：2000）に対して式 (5.22)
および式 (5.23)から算出する理論値と，各分割数条件の線形補間の予測値および各ニューロン数
条件のANNの予測値との比較から，各条件に対する平均絶対誤差（Mean absolute error，MAE）
と最大絶対誤差（Maximum absolute error，MaxAE）を算出する．
 テスト関数に対する精度評価
データの分割数に対して線形補間から算出したテスト関数のMAEおよびMaxAE（青色）と，
隠れ層の 1 層あたりのニューロン数に対して ANN から算出したテスト関数の MAE および
MaxAE（赤色）の関係を図 5.9と図 5.10にそれぞれ示す．ANNでは訓練データの割り当て
にランダムな手順が存在することから，同じ手順で 5回作成した ANNから算出された値をエ
ラーバーで示し，これらの平均値をプロットとして示す．図 5.9より，ANNでは線形補間に
比べ計算精度がやや低くなる傾向がみられるが，ニューロン数が増加すると計算精度は向上
し，分割数が少なく粗い線形補間の値に比べると ANNの計算精度が優れる領域もあることが
わかる．また，ANNでは訓練データの割り当て方により計算精度が大きく変動することもわ
かる．図 5.10においても，図 5.9とオーダーは 1～2程度異なるものの，同様の傾向がみられ
る．図 5.9，図 5.10より，隠れ層の 1層あたりのニューロン数が 9，12の ANNでは，データ
の分割数が 100の線形補間よりもMAEおよびMaxAEが優れていることがわかる．
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図 5.9 MAE for test function 図 5.10 MaxAE for test function
 テスト関数の偏微分値に対する精度評価
データの分割数に対して線形補間から算出したテスト関数の偏微分値のMAEおよびMaxAE
（青色）と，隠れ層の 1層あたりのニューロン数に対して ANNから算出したテスト関数の偏
微分値のMAEおよびMaxAE（赤色）の関係を図 5.11と図 5.12にそれぞれ示す．これらの
図におけるエラーバーやプロットはテスト関数に対する精度評価と同様の手順で算出したもの
である．図 5.11では，図 5.9に比べると線形補間および ANNの計算精度はどちらも 1オー
ダーほど低下がみられるものの，テスト関数の偏微分値に対してもニューロン数の増加に伴い
ANNの計算精度が向上し，線形補間に対して ANNの計算精度が優れる領域があることがわ
かる．図 5.12においても，図 5.11とオーダーは 1～2程度異なるものの，同様の傾向がみられ
る．図 5.11，図 5.12より，隠れ層の 1層あたりのニューロン数が 9，12の ANNでは，訓練
データの割り当ての条件によっては，データの分割数が 100の線形補間よりも ANNのMAE
およびMaxAEが優れる可能性があることがわかる．
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図 5.11 MAE for gradient of test function 図 5.12 MaxAE for gradient of test function
5.4 定式化 form1に対するANNの活用
5.4.1 提案方法 form1-annの概要
定式化 form1（式 (2.100)）とANNのテーブルを活用する提案方法 form1-annでは，式 (2.100)
にならい各化学種質量分率の空間勾配項を分解し，右辺の各化学種質量分率の偏微分値を Flamelet
テーブルを近似する ANNの非線形関数の微分から算出することで，各化学種質量分率の空間勾
配計算を効率化する．提案方法 form1-annの ANNは各化学種質量分率 fY だけでなく，その偏
微分値（@fY
@e ，@fY@e ，@fY@f00）までも同一の係数行列（重み・バイアス）で再現することができるた
め，Flameletテーブルのメモリ使用量の低減も見込まれる．
このアイデアは各化学種質量分率の空間勾配や一階の勾配に限らず，支配方程式に熱化学量の
空間勾配を含む項が存在する場合に有効である．本研究で着目した熱流束項以外にも様々な SGS
モデルへの活用が期待でき，圧縮性 Flameletモデルの拡張に起因する計算負荷（Flamelet based
modelを圧縮性流体解析に適用することで生じる各化学種質量分率を始めとする熱化学量の空間
勾配計算による計算負荷）の低減にも有効である．
@fY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5.4.2 提案方法 form1-annのANNの訓練手順
提案方法 form1-annの Flameletテーブルを水素-空気化学反応モデル [74,103]（9化学種，19反
応）を用い作成し，精度評価を行うことでその有効性を確認する．前章で FlameMasterによる層
流対向流拡散火炎の詳細解析とベータ関数分布の確率密度関数を用いた数値積分（式 (2.111)）か
ら作成したデータセット (i')を用い，Levenberg-Marquardt法により ANNの訓練を行う．
提案方法 form1-annの ANNの入力層および出力層に設定する物理量と，隠れ層のニューロン
数の構成を表 5.2に示す．表 5.2に示すように，各化学種を性質の異なる 5種類のグループ（不
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活性ガス，燃料，酸化剤，生成物，中間生成物）に分け，各グループに対応する ANNをそれぞれ
作成する．ANNの訓練の各設定項目は表 5.3とする．表 5.2，表 5.3の各条件は，ANNの近似精
度と計算負荷の双方の点で良好な結果が得られるような条件をパラメータスタディの中から決定
した．
各 ANN の入力層と隠れ層の活性化関数にはソフトサイン関数（gk(u) = u=(1 + juj)，k =
0; 1; 2; 3）を設定し，出力層の活性化関数には恒等写像（g4(u) = u）を設定する．ANNの過適合
を抑制するために，全データを訓練データ，検証データ，テストデータの 3種類に 70%：15%：
15%の比率でランダムに割り当て，訓練データのみを用い Levenberg-Marquardt法により重み
~w とバイアス~bの調整を行う．学習係数の最小値は 10 9 とする．検証データは訓練途中の ANN
の精度評価に用い，汎化が進まない場合には訓練を早期停止する指標とする．今回，誤差関数が
連続して増加し早期停止に至るまでのエポック数を 1000と設定したが，いずれの条件も早期停止
には至らなかった．
表 5.2 ANN conguration (method form1-ann)
Table Group Input Output Hidden layers
1(i) Inert gas
e,e, e00
gYN2 6/6/6
1(ii) Fuel gYH2 6/6/6
1(iii) Oxidizer gYO2 10/10/10
1(iv) Product ]YH2O 12/12/12
1(v) Intermediate product fYH,gYOH,fYO,]YHO2 ,Y^H2O2 20/20/20
表 5.3 ANN training settings (method form1-ann)
Table Training algorithm Dataset Remarks
1(i)-(v)
Levenberg-Marquardt 130650 train:val:test=70%:15%:15%
(input/hidden: softsign, (e  e e00 : minimum learning rate:10 9
output: linear, 10000 epochs) 201 50 13) fail count for early stop:1000
5.4.3 提案方法 form1-annのANNの精度評価
提案方法 form1-ann の各 ANNの精度評価について説明する．まず，図 5.13～図 5.21に作成
した各 ANNから算出した各化学種質量分率の応答曲面（ e00 = 0）を示す．各図において，プロッ
トは層流対向流拡散火炎の解，色付き面は ANNによる近似曲面を表す．各図において色付き面
とプロットがよく一致していることから，異なる特徴をもつ様々な化学種質量分率を ANNによ
り精度よく再現できていることがわかる．また，量論混合比近傍で急激な変化を有する中間生成
物（図 5.17～図 5.21）を一つの ANN（テーブル 1(v)）により再現できていることもわかる．炭
化水素燃料-空気反応系のように化学反応に考慮する化学種数が増えた場合にも，同じような特徴
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をもつ多数の中間生成物を一つの ANNにまとめることで，メモリ使用量の増加を抑えることが
期待できる．
図 5.13 Flamelet table of gYN2 (table 1(i)) 図 5.14 Flamelet table of gYH2 (table 1(ii))
図 5.15 Flamelet table of gYO2 (table 1(iii)) 図 5.16 Flamelet table of]YH2O (table 1(iv))
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図 5.17 Flamelet table of fYH (table 1(v)) 図 5.18 Flamelet table of gYOH (table 1(v))
図 5.19 Flamelet table of fYO (table 1(v)) 図 5.20 Flamelet table of]YHO2 (table 1(v))
図 5.21 Flamelet table of Y^H2O2 (table 1(v))
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また，これらの ANNから得る各化学種質量分率により算出される温度と混合気体のガス定数
の精度評価の結果を図 5.22 および図 5.23 に示す．各図において，横軸は元データ（層流対向流
拡散火炎の解とベータ関数分布の確率密度関数を用いた数値積分により作成した Flameletテーブ
ル）の各出力値を正規化したものであり，縦軸は ANNによる予測値を同様の条件で正規化した
ものである．各入力条件に対する結果が座標（元データの出力値，ANN の予測値）に対してプ
ロットされており，元データと ANNの出力が一致する場合にはプロットは図中の 45度の赤い実
線に乗る．
図 5.22は，層流対向流拡散火炎の解から得た温度に対し，テーブル 1の ANNの算出温度を全
データ（訓練データ・検証データ・テストデータからなる全てのデータ）に対し示したものであ
る．具体的な手順を以下に示す．まず，データセット (i') の e・e の条件（ e00 = 0）に対する層
流対向流拡散火炎の解から得た温度と各化学種質量分率から基準とする比エンタルピを算出する．
続いて，この基準の比エンタルピを満たすように，テーブル 1の ANNから得た各化学種質量分
率を用い，式 (3.7) と Newton-Raphson 法により ANN の算出温度を見積もった．図 5.22 の縦
軸・横軸については，温度 T を 170K  T  2720Kの範囲で正規化した値を用いている．また，
図 5.23の縦軸・横軸については，混合気体のガス定数を全データに対する最小・最大のガス定数
（空気・水素のガス定数）により正規化した値を用いている．
この結果から，テーブル 1の混合気体のガス定数については全データに対する最大相対誤差が
約 1.00%と算出された．基準の比エンタルピとテーブル 1から計算する温度については全データ
に対する最大絶対誤差が約 16.4K，最大相対誤差が約 3.88%と算出された．以上より，提案方法
form1-annの ANNは数値解析に用いる上で十分な精度を有していると考えられる．
図 5.22 Correlation between ANN predicted
value and original data (temperature)
図 5.23 Correlation between ANN predicted
value and original data (mixture gas constant)
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5.5 定式化 form2に対するANNの活用
5.5.1 提案方法 form2-annの概要
定式化 form2（式 (2.101)）とANNのテーブルを活用する提案方法 form2-annでは，式 (2.101)
にならい，各化学種の比エンタルピの空間勾配の総和を，テーブルの入力変数方向の比エンタル
ピの偏微分値の総和と，テーブルの入力変数の空間勾配に分解する．前者を出力するテーブルを
事前作成することで化学種数の増加に伴う計算負荷の増加を抑制する．定式化 form2に基づく方
法では偏微分値を出力するテーブルを追加するため，従来方法よりも Flameletテーブルの情報量
が多くなる問題があるが，ANNの活用により Flameletテーブルのメモリ使用量を大幅に低減す
ることが可能となる．
前述した提案方法 form1-ann では Flamelet テーブルや数値解析の中で各化学種質量分率を
扱うが，提案方法 form2-ann ではこれらの化学種数に依存する計算手順を完全に排除している．
ANNの非線形関数自体の計算負荷を考慮すると，圧縮性 Flameletモデルの計算性能の向上には
定式化 form2に基づく方法の有効性が高く，支配方程式に熱化学量の空間勾配を含む項が増加す
る圧縮性 Flamelet モデルの拡張モデルなどでは定式化 form1に基づく方法の有効性が高まると
考えられる．
今後 ANNの効率的な訓練アルゴリズムや低計算コストの活性化関数が新たに提案される場合
には，提案方法 form1-annが提案方法 form2-annの計算性能を上回る可能性もあるが，現時点の
ANNが達成可能な計算性能の範囲では提案方法 form2-annは提案方法 form1-annよりも優れて
いる．このため，後述する第 6章では定式化 form2に基づく方法を対象に，実燃焼器における計
算精度および計算性能の評価を行う．
NX
=1
fh @fY
@xi
=
 
NX
=1
fh @fY
@e
!
@e
@xi
+
 
NX
=1
fh @fY
@e
!
@e
@xi
+
 
NX
=1
fh @fY
@ e00
!
@ e00
@xi
(2.101)
5.5.2 提案方法 form2-annのANNの訓練手順
提案方法 form2-annの Flameletテーブルを水素-空気化学反応モデル [74,103]（9化学種，19反
応）を用い作成し，精度評価を行うことでその有効性を確認する．前章で FlameMasterによる層
流対向流拡散火炎の詳細解析とベータ関数分布の確率密度関数を用いた数値積分（式 (2.111)）か
ら作成したデータセット (i')(ii')を用い，Levenberg-Marquardt法により ANNの訓練を行う．
まず，データセット (i')(ii')を，表 4.1の form2-annの入出力変数に合わせて加工することで，
各 ANNの訓練に用いるデータを作成する．ここで，データセット (i')に基づきテーブル 1・2を
作成し，データセット (ii')に基づきテーブル 3を作成する．これらのデータをもとに，ANNの
訓練を行い，提案方法 form2-annのテーブル 1-3を作成する．表 5.4に提案方法 form2-annの各
ANNの構成，表 5.5に ANNの訓練に関する主な設定項目をそれぞれ示す．表 5.4，表 5.5の各
条件は，従来方法 form0-lerpに対して ANNによる計算性能の向上が期待され，第 6章の数値解
析に適用する上で十分な近似精度を有する条件をパラメータスタディの中から決定した．
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各 ANN の入力層と隠れ層の活性化関数にはソフトサイン関数（gk(u) = u=(1 + juj)，k =
0; 1; 2; 3）を設定し，出力層の活性化関数には恒等写像（g4(u) = u）を設定する．ANNの過適合
を抑制するために，全データを訓練データ，検証データ，テストデータの 3種類に 70%：15%：
15%の比率でランダムに割り当て，訓練データのみを用い Levenberg-Marquardt法により重み
~w とバイアス~bの調整を行う．学習係数の最小値は 10 9 とする．検証データは訓練途中の ANN
の精度評価に用い，汎化が進まない場合には訓練を早期停止する指標とする．今回，誤差関数が増
加し早期停止に至るまでのエポック数を 1000と設定したが，テーブル 1の訓練のみ，目標 50000
エポックに対し 41247エポックで早期停止に至った．
表 5.4 ANN conguration (method form2-ann)
Table Input Output Hidden layers Activation function
1 e,e, e00 R 7/42(high) PN=1 b;m;highfY 12/12/12
2(low)
PN
=1 b;m;low
fY 15/15/15 input/hidden: softsign
3(i) e,e, e00; eT
PN
=1 h(
@fY
@e ) 15/15/15 output: linear
3(ii)
PN
=1 h(
@fY
@e ) 12/12/12
3(iii)
PN
=1 h(
@fY
@f00 ) 15/15/15
表 5.5 ANN training settings (method form2-ann)
Table Training algorithm Dataset Remarks
1
Levenberg-Marquardt 130650 train:val:test=70%:15%:15%
50000 epochs (e  e e00 : minimum learning rate:10 9
(early stop:41247) 201 50 13) maximum fail count:1000
2
Levenberg-Marquardt
130650 train:val:test=70%:15%:15%
10000 epochs
(e  e e00 : minimum learning rate:10 9
201 50 13) maximum fail count:1000
3
Levenberg-Marquardt
3794880 train:val:test=70%:15%:15%
10000 epochs
(e  e e00  eT : minimum learning rate:10 9
201 59 20 16) maximum fail count:1000
5.5.3 提案方法 form2-annのANNの精度評価
提案方法 form2-ann の各 ANNの精度評価を図 5.24～図 5.29に示す．各図において，左図は
テストデータに対する精度評価，右図は全データ（訓練データ・検証データ・テストデータから
なる全てのデータ）に対する精度評価を示す．また，テーブル 2により算出される温度の精度評
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価の結果（全データに対するもの）を図 5.30に示す．
各図において，横軸は元データ（層流対向流拡散火炎の解とベータ関数分布の確率密度関数を
用いた数値積分により作成した Flameletテーブル）の各出力値を正規化したものであり，縦軸は
ANN による予測値を同様の条件で正規化したものである．各入力条件に対する結果が座標（元
データの出力値，ANNの予測値）に対してプロットされており，元データと ANNの出力が一致
する場合にはプロットは図中の 45度の赤い実線に乗る．ここで，同じ Flameletテーブルの複数
の出力変数に対する結果は重ねて表示している．
図 5.30は層流対向流拡散火炎の解から得た温度に対し，テーブル 2の ANNから算出する温度
の精度評価を全データに対し示したものである．具体的な手順を以下に示す．まず， e00 = 0の各e・e の条件に対して，層流対向流拡散火炎の解として得た温度と各化学種質量分率から基準と
する比エンタルピを算出した．続いて，この基準の比エンタルピを満たすように，テーブル 2の
ANN から得た
PN
=1 b;m
fY を用い，式 (3.7) と Newton-Raphson 法により ANN の算出温度
を見積もった．図 5.30の縦軸・横軸については，温度を 170K  T  2720Kの範囲で正規化し
た値を用いている．
図 5.24～図 5.29のプロットは 45度の赤い実線とよく一致しており，テストデータと全データ
に対する結果に大きな違いも生じていない．このことから，過適合が生じることなく，各 ANN
により Flamelet テーブルを精度よく近似ができていることがわかる．テーブル 1 の混合気体の
ガス定数については，全データに対する最大相対誤差が約 0.404%と算出された．基準の比エン
タルピとテーブル 2の
PN
=1 b;m
fY から計算する温度についても，全データに対する最大絶対
誤差が約 6.50K，最大相対誤差が約 0.607%と算出された．これらの結果から，方法 form2-ann
の各 ANNは数値解析に用いる上で十分な精度を有していると考えられる．
(a)Test dataset (b)Total dataset
図 5.24 Correlation between ANN predicted value and original data (table 1)
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(a)Test dataset (b)Total dataset
図 5.25 Correlation between ANN predicted value and original data (table 2(high))
(a)Test dataset (b)Total dataset
図 5.26 Correlation between ANN predicted value and original data (table 2(low))
(a)Test dataset (b)Total dataset
図 5.27 Correlation between ANN predicted value and original data (table 3(i))
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(a)Test dataset (b)Total dataset
図 5.28 Correlation between ANN predicted value and original data (table 3(ii))
(a)Test dataset (b)Total dataset
図 5.29 Correlation between ANN predicted value and original data (table 3(iii))
図 5.30 Correlation between ANN predicted value and original data (table 2, temperature)
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第 6章
スクラムジェットエンジン試験燃焼器
を対象とする数値解析
本章では，圧縮性 Flameletモデルの従来方法（form0-lerp）と提案方法（form2-lerp，form2-
ann）を用い，ドイツ航空宇宙センター（DLR）のスクラムジェットエンジン試験燃焼器を対象
とする数値解析を実施し，計算精度および計算性能に関する評価を行う．
ここで，提案方法（form2-lerp，form2-ann）には安定化手法 (1) を適用する．また，定式化
form2 に基づくテーブルに線形補間を用いる方法に安定化手法 (2) を適用したものを提案方法
form2-lerp'として，上記の各方法と同様に数値解析を実施する．安定化手法 (1)(2)の詳細につい
ては第 4章の記載に基づく．
6.1 スクラムジェットエンジン試験燃焼器の試験設備
図 6.1に DLRスクラムジェットエンジン試験燃焼器の試験設備 [107] を示す．ヒーターにより
予熱された空気がラバールノズルを通り膨張し，Mach 数 2.0 でテストセクション（燃焼器）の
入口（高さ 50mm，幅 40mm）に流入する．テストセクションは流れ方向に 300mmの長さを持
ち，上壁面には境界層の膨張を考慮して 3度の発散角が設定されている．
燃焼条件では，燃料水素が燃焼器内に配置されたくさび型の支柱（長さ 32mm，角度 12°）基
部の 15個の噴射孔（径 1mm，間隔 2.4mm）からMach数 1.0で水平に噴射される．試験では
燃料噴射孔に O2 を加え，スパークによる強制着火で燃焼を開始した．図 6.2 に燃料噴射系統の
詳細 [107] を示す．空気の質量流量を 1.0～1.5 kg/s，燃料の質量流量を 1.5～4.0 g/sとする当量比
0.034～0.136の条件で燃焼試験を実施した．燃料水素は温度 250Kおよび圧力 105 Pa，主流空気
は温度 340Kおよび圧力 105 Paで流入する [9]．
くさび型の支柱の下流の側壁と上壁には石英ガラス製の観察窓が設置されており様々な光学計
測が可能となる．試験では，シュリーレンおよびシャドーグラフ撮影，Laser Doppler velocimetry
（LDV）と Particle image velocimetry（PIV）による速度分布計測，Coherent anti-Stokes Raman
spectroscopy（CARS）による温度分布計測，Laser induced uorescence of OH（OH-LIF）に
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よる燃焼領域のマッピングが実施されている．
図 6.1 Sketch of heater exit and test section [107]
図 6.2 Sketch of injection wedges [107]
6.2 計算条件
6.2.1 計算格子と境界条件
本解析の計算格子と境界条件を説明する．計算領域を図 6.3に示す．座標系は，燃焼器入口と
出口をつなぐ直線を x軸とし，燃焼器入口底面と x軸との交点を原点とする．高さおよび幅方向
をそれぞれ y 軸，z 軸（紙面上向き）とする．
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図 6.3 Computational domain
また，計算格子は構造格子を用い，燃焼領域の格子幅は約 0.05～0.1mmとする．境界条件は表
6.1に示すように，くさび型支柱壁面をすべりなし断熱壁，高さ方向の両壁面をすべり壁として，
壁面近傍の境界層の影響は無視する．幅方向の両境界に周期境界条件を設定し，計算領域中の燃
料噴射孔を 1個・燃焼器幅を 2.4 mmとする．格子点数は約 1800万点として，Pointwise [108] で
作成を行った．計算格子の外観を図 6.4と図 6.5にそれぞれ示す．
図 6.4 は図 6.3 の計算領域（燃焼器の中心面）に対応する計算格子である．図 6.5 はくさび型
支柱の基部であり，図 6.3の z 軸方向の計算格子（z 軸方向：2.4mm，y 軸方向：約 6.7mm）を
表している．図 6.4・図 6.5において，白文字の数値が格子点数，黄文字の数値がその領域の格子
幅を表す．本解析では各方法を評価する上で格子の影響を最大限に排除するため，DLRスクラム
ジェットエンジン試験燃焼器を対象とした従来の数値解析（後述する表 6.6～表 6.8）に比べ，混
合・反応領域（x = 67～300mm）の格子幅を密に設定している．本研究と同じ LES解析を行う
Geninら [10] は，計算領域における混合・反応領域の分解能を 0.2mmのオーダーで設定している
が，本解析では x軸・y 軸方向に 0.05～0.2mmおよび z 軸方向に 0.08mmと設定しており，燃
焼反応の顕著な領域（x = 67～150mm）については x軸・y 軸方向に 0.05～0.1mmの格子幅が
保たれている．
図 6.4 Computational grid (center plane)
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図 6.5 Computational grid (base of wedge strut)
計算領域については，境界条件に周期境界を適用した z 軸方向以外は，図 6.1の試験装置と同じ
寸法を設定している．主流空気・燃料の流入条件については，試験と同様に表 6.2の流入速度・静
温・静圧を与える．主流空気の組成は質量分率で N2 73.6%，O2 23.2%，H2O 3.2%，燃料の組
成は H2 100%とする．また，圧縮性 Flameletモデルの性質上，本解析では着火は考慮されない．
表 6.1 Boundary condition
Area Condition
Combustor inlet Inow(air)
Injector hole Inow(fuel)
Combustor outlet Outow
Surface of the wedge strut Non-slip wall
Top and bottom walls Slip wall
Direction of the width Periodic
表 6.2 Infrow condition
Condtion Air Fuel
Mach number 2.0 1.0
Axial velocity m/s 730 1200
Static temperature K 340 250
Static pressure kPa 100 100
N2 mass fraction 0.736 0
O2 mass fraction 0.232 0
H2O mass fraction 0.032 0
H2 mass fraction 0 1
6.2.2 境界条件の詳細
本解析で用いる境界条件の詳細を以下に示す．
 流入境界
本解析では主流空気と燃料水素が音速以上（主流空気：M = 2，燃料水素：M = 1）での流入
であることから，圧力・速度・温度・混合分率を固定した流入境界条件を設定する．ここで，
添え字 boundは境界に隣接する仮想セルの値を表す．密度 x については，与えた各物理量
から状態方程式を満たすように値を算出する．混合分率については，主流空気に対して  = 0，
燃料水素に対して  = 1を与える．
 un ut1 ut2 p 
T
bound
=

x un;x 0 0 px x
T
(6.1)
 流出境界
本解析では燃焼器から混合気が超音速で流出するため，流出境界に隣接するセルのもつ物理量
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（添え字 b）を仮想セルに外挿する．また，流出境界において逆流は起きないものとする．
 un ut1 ut2 p 
T
bound
=

b min (un;b; 0) ut1;b ut2;b pb b
T
(6.2)
 すべり壁境界
境界面に垂直な方向の速度成分のみを 0とする．
 un ut1 ut2 p 
T
bound
=

b 0 ut1;b ut2;b pb b
T
(6.3)
 すべりなし壁境界
境界面に対して全方向の速度を 0とする．
 un ut1 ut2 p 
T
bound
=

b 0 0 0 pb b
T
(6.4)
 周期境界
計算領域内に対となる一組の境界面（本解析では紙面方向の両壁面）を設定し，片側の仮想セ
ル（添え字 bound1）のもつ物理量を，もう片側の仮想セル（添え字 bound2）に与える．ここ
で，片側の仮想セル（bound1）の物理量は隣接するセルのもつ物理量を外挿した値とする．
 un ut1 ut2 p 
T
bound2
=

 un ut1 ut2 p 
T
bound1
(6.5)
 un ut1 ut2 p 
T
bound1
=

b un;b ut1;b ut2;b pb b
T
(6.6)
6.2.3 乱流のパラメータ
本解析に用いる乱流の各パラメータを表 6.3 に示す．Smagorinsky モデルの定数 Cs は 0.1，
Karman定数 は 0.41と設定する．混合分率の SGS変動成分 e00 の算出式（式 (2.110)）の定数
C は文献 [88] をもとに決定した．乱流 Prandtl 数 Prt および乱流 Schmidt 数 Sct については，
同じスクラムジェットエンジン試験燃焼器の数値解析に関する先行研究 [10] の知見をもとに設定
した．また，Schmdt数 Scは Lewis数 Le = 1の仮定から，空気の Prandtl数 Pr = 0:71をも
とに Sc = Pr = 0:71と設定した．
表 6.3 Turbulent parameters
Cs  C Sct Prt
0.1 0.41 0.09 0.7 0.9
6.2.4 化学反応モデル
Flamelet テーブルの作成に用いる化学反応モデルには，FlameMaster に標準実装されている
一般的な水素-空気化学反応モデルである，表 6.4の 9化学種（N2，H2，O2，H2O，H，OH，O，
HO2，H2O2）19反応モデル [74,103] を用いる．表 6.4に示す値から式 (6.7)により反応速度定数
k が算出される．ただし，式 (6.7)の一般ガス定数の単位は R0[kJ=mol=K]とする．
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表 6.4 H2-air reaction model [74,103]（9-species，19-step reaciton mechanism）
No. Reaction A[mol cm3 s] n E[kJ=mol]
1 O2 + H = OH + O 2.000E+14 0 70.3
2 H2 + O = OH + H 5.060E+04 2.67 26.3
3 H2 + OH = H2O + H 1.000E+08 1.6 13.8
4 OH + OH = H2O + O 1.500E+09 1.14 0.42
5 H + H + M' = H2 + M' 1.800E+18 -1 0
6 O + O + M' = O2 + M' 2.900E+17 -1 0
7 H + OH + M'= H2O + M' 2.200E+22 -2 0
8 H + O2 + M'= HO2 + M' 2.300E+18 -0.8 0
9 HO2 + H = OH + OH 1.500E+14 0 4.2
10 HO2 + H = H2 + O2 2.500E+13 0 2.9
11 HO2 + H = H2O + O 3.000E+13 0 7.2
12 HO2 + O = OH + O2 1.800E+13 0 -1.7
13 HO2 + OH = H2O + O2 6.000E+13 0 0
14 HO2 + HO2 = H2O2 + O2 2.500E+11 0 -5.2
15 OH + OH + M'= H2O2 + M' 3.250E+22 -2 0
16 H2O2 + H = H2 + HO2 1.700E+12 0 15.7
17 H2O2 + H = H2O + OH 1.000E+13 0 15
18 H2O2 + O = OH + HO2 2.803E+13 0 26.8
19 H2O2 + OH = H2O + HO2 5.400E+12 0 4.2
k = ATnexp

  E
R0T

(6.7)
6.2.5 計算システム
本解析には JAXAのスーパーコンピュータ，JSS2を利用する．計算システムの詳細 [109] を表
6.5に示す．MPI（富士通）のプロセス並列（プロセス数：1024，ノード数：32）として，計算領
域を 1024分割して数値計算を実行する．
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表 6.5 Conguration of computational system [109]
Model PRIMEHPC FX100
Node
CPU
SPARC64TMXlfx 1CPU
1:975GHz 1296 node
2:2GHz 1944 node
Memory 32 GiB
Core 32 + 2Assistance core
6.2.6 計算手順
本解析の具体的な手順について説明する．まず，主流空気の流入境界の各物理量を計算領域全
体の初期条件として非燃焼条件の数値解析を開始する．非燃焼条件では圧縮性 Flameletモデルや
その Flameletテーブルを用いず，局所の混合分率 e に対応する割合の水素・主流空気からなる混
合気体の熱化学量を用い数値解析を行う．次に，非燃焼条件の計算結果を初期条件として，燃焼
条件の数値解析を各方法（form0-lerp，form2-lerp，form2-lerp'，form2-ann）を用いて行い計算
結果の比較を行う．
6.3 本燃焼器を対象とする数値解析の先行研究
これまでにも DLR スクラムジェットエンジン試験燃焼器の超音速燃焼試験を対象として，圧
縮性 Flameletモデルを含む様々な燃焼モデルによる数値解析が行われてきた．表 6.6～表 6.8に
主な先行研究の詳細を示す．表 6.6 には各先行研究の計算条件（数値解析の次元，乱流モデル，
燃焼モデル），表 6.7 には境界条件（各先行研究の設定に差異が多くみられた，燃焼器の上下壁
面と燃料噴射孔の数を記載）と格子点数，表 6.8 には各先行研究の新規性をまとめている．ま
た，以下に記載する CFは圧縮性 Flameletモデル（Compressible amelet model），CF(2-eq.)
は Two-equation amelet model（圧縮性 Flamelet モデルの拡張モデル），G-eq. は G 方程式，
FRCはArrhenius型反応モデルを用いる Finite rate chemistry model，EDは Eddy dissipation
modelをそれぞれ示している．
まず，2000 年に Oevermann が圧縮性 Flamelet モデルの定式化を提案した [6]．これに続き，
2007年に Berglund らが圧縮性 Flamelet モデルに反応性スカラー量の輸送方程式を追加した拡
張モデル（Two-equation amelet model）を提案し，LES解析に適用した [9]．また，2010年に
Geninらは Finite rate chemistry model を用い，LES解析により超音速燃焼場における衝撃波
やせん断乱流の非定常挙動を再現した [10]．2013 年に Dharavath らは Eddy dissipation model
と Finite rate chemistry model を組み合わせ，RANS 解析により超音速燃焼場の温度分布・速
度分布を再現した [110]．2014年に Gaoらは DLRのスクラムジェットエンジン試験燃焼器および
JAXAの機体統合型スクラムジェットエンジン試験燃焼器 [111] の数値解析をそれぞれ行い，実燃
焼器に対する圧縮性 Flameletモデルの有効性を評価した [7]．2016年にWuらは圧縮性 Flamelet
モデルに G方程式を組み合わせることで部分予混合火炎の性質の再現に取り組んだ [49]．
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表 6.6 Previous studies on numerical analysis of DLR-scramjet (calculation model)
1st author Dim. Turbulence model Combustion model
Oevermann [6] 2D RANS: k- model CF
Berglund [9] 3D LES: Smagorinsky type model CF, CF(2-eq.)
Genin [10] 3D LES: Linear eddy mixing approach FRC
Dharavath [110] 3D RANS: k- model ED+FRC
Gao [7] 3D RANS: SST model CF, FRC
Wu [49] 3D DES: Yoshizawa [112], BSL model [113] CF+G-eq., FRC
表 6.7 Previous studies on numerical analysis of DLR-scramjet (boundary condition)
1st author Top/bottom wall Injection hole Total cell
Oevermann [6] Slip wall 1 80292
Berglund [9] Non-slip wall 3 3.2 and 6.4 million
Genin [10] Slip wall 2 2.52 million
Dharavath [110] Non-slip wall 1 2.13 million
Gao [7] Non-slip wall 3 1.5 million
Wu [49] Slip wall 3 6.7 million
表 6.8 Previous studies on numerical analysis of DLR-scramjet (novelty)
1st author Novelty
Oevermann [6] Proposal and verication of CF
Berglund [9] Reproduction of partially premixed ame by CF(2-eq.)
Genin [10] Reproduction of unsteady shocks and shear turbulence by LES
Dharavath [110] Reproduction of temperature and velocity distribution by ED+FRC
Gao [7] CF applied to DLR scramjet and JAXA's integrated scramjet engine
Wu [49] Reproduction of partially premixed ame by CF+G-eq.
6.4 計算結果（非燃焼条件）
本解析の計算結果を説明する．本解析の主眼は燃焼条件における各方法（form0-lerp，form2-
lerp，form2-lerp'，form2-ann）の比較にあるが，参考として先行研究の測定値および計算結果と
の比較についても紹介する．表 6.6～表 6.8 に示した主な先行研究のうち，本解析と同様に LES
を用いるものは Geninら [10] と Berglund [9] があるが，後者の文献には測定値・計算値が明確に
は示されていないため，前者の計算結果を主に本解析との比較に用いる．図 6.6に Geninらの先
行研究 [10] から引用した，非燃焼条件における試験と数値解析のシュリーレン画像（中心面の密度
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勾配 jrjを可視化）を示す．試験のシュリーレンの撮影条件は文献 [83,107,114] に基づく．
これらに対し，本解析の中心面の密度勾配分布の瞬時値と時間平均値を図 6.7と図 6.8に示す．
これらの図の軸 X，Y は Geninら [10] との比較のため設定したものであり，軸 X は燃料噴射孔
位置（図 6.3の x = 67mm）を基準（X = 0）とする．なお，後述する燃焼条件ではこの Genin
ら [10] 以外のいくつかの先行研究の計算値との比較も行うが，これらの先行研究の多くは本解析と
同じ図 6.3の座標軸 x，y を用いている．このため，密度勾配分布以外の計算結果の各軸について
は x，yを設定する．時間平均処理では主流空気（M = 2）が燃焼器入口から出口まで流れる時間
（約 405s）を 1周期とし，10周期の平均をとる（時間刻み約 1:35  10 8 s，内部反復数 3回，
300000 iteration）．本解析の全ての時間平均処理に同じ時間刻みと平均時間を用いる．
図 6.6 Schlieren images for non-reacting ow [10](top: experimental schlieren image, mid-
dle: instantaneous density gradient contours from the numerical simulation, bottom: time-
averaged density gradient contours from the numerical simulation)
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図 6.7 Instantaneous density gradient distribution (non-reacting)
図 6.8 Time-averaged density gradient distribution (non-reacting)
図 6.6の Geninら [10] の計算結果（中段・下段）と比較しても，本解析から得た図 6.7と図 6.8
はくさび型支柱の先端から発生する衝撃波や支柱基部から発生する膨張波，燃焼器壁面の反射衝
撃波を精度よく捉えていることがわかる．ただし，本解析と先行研究は共に燃焼器の上下壁面を
すべり壁境界条件として境界層の影響を排除しているため，試験で観察される上壁面（X = 60～
80mm付近）で生じる二つの反射衝撃波の一つが再現されていない．
また，本解析の軸方向流速分布を図 6.9，温度分布を図 6.10，混合分率分布を図 6.11 に示す．
図 6.9の軸方向流速分布では支柱背後の低圧となる領域で強い加速がみられる．図 6.10の温度分
布では衝撃波前後で大きな値の変化がみられる．また，非燃焼条件では Flameletテーブルによる
化学反応計算を行わないため，スカラー消散率 eと混合分率 SGS変動成分 e00 は計算結果には関
与していないが，非燃焼条件における混合分率の瞬時値から算出した e00 から，燃焼条件で考慮す
る e00 の範囲（0  e00  0:012）を決定した．
図 6.9 Time-averaged axial velocity distribution (non-reacting)
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図 6.10 Time-averaged temperature distribution (non-reacting)
図 6.11 Time-averaged mixture fraction distribution (non-reacting)
6.5 計算結果（燃焼条件）
6.5.1 密度勾配分布
図 6.12に Geninらの先行研究 [10] から引用した，燃焼条件における試験と数値解析のシュリー
レン画像（中心面の密度勾配 jrjを可視化）を示す．本解析の従来方法 form0-lerpの時間平均
後の密度勾配分布（図 6.14）では，試験や先行研究の時間平均後の計算結果（図 6.12の下段）と
同様に，支柱背後の反応領域の幅や，支柱先端から生じる衝撃波と反応領域との干渉が捉えられ
ていることが確認できる．また，瞬時の密度勾配分布（図 6.13）についても，先行研究の瞬時の
計算結果（図 6.12の中段）と同様に，支柱の背後の流れが X = 30mm付近から大きく乱れる様
子が再現されている．
本解析の提案方法（form2-lerp，form2-lerp'，form2-ann）から得た中心面の密度勾配分布（時間
平均値）を図 6.15～図 6.17に示す．図 6.14～図 6.17の比較から，本解析の従来方法 form0-lerp
と各提案方法の密度勾配分布がよく一致していることがわかる．
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図 6.12 Schlieren images for reacting ow [10](top: experimental schlieren image, middle: in-
stantaneous density gradient contours from the numerical simulation. bottom: time-averaged
density gradient contours from the numerical simulation)
図 6.13 Instantaneous density gradient distribution (reacting, method form0-lerp)
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図 6.14 Time-averaged density gradient distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.15 Time-averaged density gradient distribution (reacting, method form2-lerp)
図 6.16 Time-averaged density gradient distribution (reacting, method form2-lerp')
図 6.17 Time-averaged density gradient distribution (reacting, method form2-ann)
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6.5.2 軸方向流速分布
流れ方向の各断面（x = 78mm，125mm，207mm）の軸方向流速分布について，DLRスクラ
ムジェットエンジン試験燃焼器を対象とする各先行研究と本解析の従来方法 form0-lerpの計算値
の比較を図 6.18に示す．各先行研究の詳細は表 6.6～表 6.8に示す．図 6.18のプロットは燃焼試
験の測定値（先行研究 [6] から取得），黒の実線は従来方法 form0-lerpの計算値，色付きの点線は
各先行研究の計算値を示す．凡例の CFは圧縮性 Flameletモデル，G-eq.は G方程式，FRCは
Finite rate chemistry model，EDは Eddy dissipation modelを示す．図 6.18において，Gao [7]
および Dharavath [110] は燃焼器の上下壁面にすべりなし壁境界条件を適用するため，流れ方向の
各断面において下壁面（y = 0mm）の軸方向流速が 0m=sとなる．
図 6.18(a)（x = 78mm）は支柱背後の燃料噴射孔（x = 67mm）近傍にあることから，水素噴
流の両側に発生する強い逆流領域の影響がみられる．先行研究の計算値の多くは y = 20～25mm
および y = 25～30mm付近に減速のピークを二つ有する．本解析でも同様の結果を示し，Genin
（LES，FRC）[10] と最も近い結果を得ている．一方，Dharavath（RANS，ED+FRC）[110] では
減速のピークが一つとなっている．これは本解析では後述する中心面の軸方向流速分布（図 6.20）
に示すように，x = 67～85mm付近まで燃料水素の噴流による軸方向流速の増加の傾向がみられ
るが，Dharavath（RANS，ED+FRC）[110] では x = 78mmより上流側でその傾向がなくなるこ
とによる．
図 6.18(b)（x = 125mm）は本燃焼器の保炎に寄与する再循環領域の下流に位置するが，先
行研究の計算値の多くは測定値に比べ狭く偏りのある減速領域を示しており，減速のピークは
y = 25～30mm付近に算出されている．本解析でも同様の結果を示し，Genin（LES，FRC）[10]
と最も近い結果を得ている．一方，Wu（DES，FRC）[49] では減速領域の幅が y = 17～33mmと
広く見積もられ測定値に近づく傾向を示しており，減速のピークも y = 25mm付近とやや低い位
置に算出されている.
図 6.18(c)（x = 207mm）では，本解析の計算値は測定値の傾向とは異なり y = 25～35mm
付近に加速がみられる．これは図 6.20 に示すように，x = 200mm 付近で衝撃波による急激
な流速の変化が生じることから，計算される衝撃波の位置と測定値とのわずかな差異に起因す
るものであると考えられる．先行研究のうち Genin（LES，FRC）[10] や Dharavath（RANS，
ED+FRC）[110]，Wu（DES，FRC）[49] では測定値の傾向と同様に y = 20～35mm 付近で軸方
向流速が減少する傾向がみられる．一方，圧縮性 Flameletモデルに基づく Oevermann（RANS，
CF）[6] および Gao（RANS，CF）[7] では本解析と同様に y = 20～35mmで測定値の傾向とは異
なる軸方向流速の増加がみられる．Wu（DES，CF+G-eq.）[49]についても，Wu（DES，FRC）[49]
に比べると y ＝ 24～28mm付近で加速がみられる．このことから，圧縮性 Flameletモデルに基
づく方法では Finite rate chemistryに基づく方法に比べ，x = 200mm付近に存在する衝撃波の
位置をやや上流側に算出する傾向があることが推測される．
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(a)x = 78mm (b)x = 125mm (c)x = 207mm
図 6.18 Transverse proles of axial velocity (comparison with previous studies)
次に，流れ方向の各断面（x = 78mm，125mm，207mm）における本解析の各方法による軸方
向流速分布を図 6.19に示す．図 6.19のプロットは燃焼試験の測定値（先行研究 [6] から取得），黒
の実線は従来方法 form0-lerpの計算値，青の鎖線は提案方法 form2-lerpの計算値，緑の点線は提
案方法 form2-lerp'の計算値，赤の一点鎖線は提案方法 form2-annの計算値，黒の点線は Genin
（LES，FRC）[10] の計算値を示す．図 6.19において，本解析における各方法の計算値がよく一致
していることが確認できる．中心面の軸方向流速分布（図 6.20～図 6.23）の比較からも，本解析
の各方法の計算値がよく一致していることがわかる．
また，表 6.9に各断面の軸方向流速分布の特徴を表す各極小値・極大値（表 6.9に記載する x・
y の範囲に対応する軸方向流速の最小値・最大値）における，従来方法に対する提案方法の計算
値の絶対誤差を示す．従来方法に対し，提案方法 form2-lerp では約 2:29～7:37m=s，提案方法
form2-lerp'では約 0:50～22:0m=s，提案方法 form2-annでは約 2:25～6:93m=sの絶対誤差が算
出された．これらの誤差の要因については 6.5.4で後述する．
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(a)x = 78mm (b)x = 125mm (c)x = 207mm
図 6.19 Transverse proles of axial velocity
図 6.20 Time-averaged axial velocity (reacting, method form0-lerp)
図 6.21 Time-averaged axial velocity (reacting, method form2-lerp)
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図 6.22 Time-averaged axial velocity (reacting, method form2-lerp')
図 6.23 Time-averaged axial velocity (reacting, method form2-ann)
表 6.9 Comparison of calculated values for each method (axial velocity)
Position Value form0-lerp form2-lerp form2-lerp' form2-ann
x = 78mm Minimum  113:5m=s  120:9m=s  119:3m=s  107:1m=s
(y = 0～25mm) velocity ( 7:37m=s) ( 5:77m=s) (+6:35m=s)
x = 78mm Minimum  98:27m=s  93:78m=s  95:86m=s  100:5m=s
(y = 25～50mm) velocity (+4:49m=s) (+2:40m=s) ( 2:25m=s)
x = 78mm Maximum
321:7m=s
314:6m=s 343:7m=s 317:7m=s
(y = 24～26mm) velocity ( 7:10m=s) (+22:0m=s) ( 4:02m=s)
x = 125mm Minimum
218:8m=s
213:6m=s 219:3m=s 225:7m=s
(y = 0～50mm) velocity ( 5:23m=s) (+0:50m=s) (+6:93m=s)
x = 207mm Maximum
762:7m=s
765:0m=s 761:3m=s 765:6m=s
(y = 0～50mm) velocity (+2:29m=s) ( 1:37m=s) (+2:85m=s)
6.5.3 温度分布
流れ方向の各断面（x = 78mm，125mm，233mm）の温度分布について，DLRスクラムジェッ
トエンジン試験燃焼器を対象とする各先行研究と本解析の従来方法 form0-lerpの計算値の比較を
図 6.24 に示す．各先行研究の詳細は表 6.6～表 6.8 に示す．図 6.24 のプロットは燃焼試験の測
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定値（先行研究 [6] から取得），黒の実線は従来方法 form0-lerpの計算値，色付きの点線は各先行
研究の計算値を示す．凡例の CFは圧縮性 Flameletモデル，G-eq.は G方程式，FRCは Finite
rate chemistry model，EDは Eddy dissipation model を示す．図 6.24において，Gao [7] およ
び Dharavath [110] では燃焼器の上下壁面にすべりなし壁の境界条件を適用するため，流れ方向の
各断面において下壁面（y = 0mm）の温度が上昇している．
図 6.24(a)（x = 78mm）において，本解析および多くの先行研究では y = 25mm付近の未燃
水素噴流の存在する領域は低温に保たれ，その両側の反応領域で局所的に強い温度上昇が生じて
いる．Oevermann（RANS，CF）[6]，Wu（DES，CF+G-eq.）[49]，Gao（RANS，CF）[7] など，
圧縮性 Flamelet モデルを用いる条件ではいずれも y = 20mm，30mm 付近に鋭く高温のピー
クが生じている．一方，Gao（RANS，FRC）[7] は y = 25mmに高温のピークを一つのみ持ち，
Dharavath（RANS，ED+FRC）[110]，Wu（DES，FRC）[49]，Genin（LES，FRC）[10] は鋭い
高温のピークは持たない．同じ論文 [7] の中で比較された Gao（RANS，CF）と Gao（RANS，
FRC）の温度分布に大きな違いが表れていることから，これらの傾向の違いは燃焼モデルの違い
に起因するものであると考えられる．未燃水素噴流の近傍は部分予混合火炎の性質が大きく表れ
る領域であるが，Oevermann（RANS，CF）[6] や Gao（RANS，CF）[7] および本解析では混合
気中の濃度勾配が燃焼現象に与えるこれらの影響を考慮していない．これにより，噴射孔近傍に
おいて Finite rate chemistry modelによる計算値との傾向の違いが生じたと推測される．
図 6.24(b)（x = 125mm）に示す支柱背後の反応領域の形状は上流の乱流混合に大きく支配さ
れ，数値解析に用いる乱流モデルや乱流無次元数の見積もりが大きな影響を及ぼす．本解析およ
び Genin（LES，FRC）[10] では測定値に比べて高温領域がやや過大に評価されている．本解析
および多くの先行研究の最高温度は 2000K程度であるが，Oevermann（RANS，CF）[6] では約
1300K と低く見積もられており，本解析では図 6.26 の x = 67～90mm 付近に存在する低温領
域が，Oevermannの解析では x = 125mmまで算出されていることが推測される．Wu（DES，
CF+G-eq.）[49] はWu（DES，FRC）[49] に比べて反応領域が狭く，最高温度もやや低く算出され
ており，測定値と最もよく一致している．また，Dharavath（RANS，ED+FRC）[110] は他の先
行研究に比べて高温領域の幅をやや狭く算出している．
図 6.24(c)（x = 233mm）は乱れによる時間的な変動が強い領域であるが，本解析により高温
領域の広がりがよく再現できている．本解析および多くの先行研究の最高温度は 1500K程度であ
り，高温のピークは y = 30mm付近にみられる．一方，Wuは最高温度がやや低く，高温のピー
クは y = 25mm付近にある．x = 125mmの結果と同様に，Wu（DES，CF+G-eq.）[49] はWu
（DES，FRC）[49]に比べて高温領域が狭く最高温度もやや低く算出されている．また，Dharavath
（RANS，ED+FRC）[110] も高温領域の幅が狭く最高温度がやや低めに算出されている．
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(a)x = 78mm (b)x = 125mm (c)x = 233mm
図 6.24 Transverse proles of temperature (comparison with previous studies)
次に，流れ方向の各断面（x = 78mm，125mm，233mm）の本解析の各方法による温度分布
を図 6.25 に示す．図 6.25 のプロットは燃焼試験の測定値（先行研究 [6] から取得），黒の実線は
従来方法 form0-lerp の計算値，青の鎖線は提案方法 form2-lerp の計算値，緑の点線は提案方法
form2-lerp'の計算値，赤の一点鎖線は提案方法 form2-annの計算値，黒の点線は Genin（LES，
FRC）[10] の計算値を示す．図 6.25において，本解析における各方法の計算値がよく一致してい
ることが確認できる．中心面の温度分布（図 6.26～図 6.29）の比較からも，本解析の各方法の温
度分布がよく一致していることがわかる．
また，表 6.10に各断面の温度分布の特徴を表す各極小値・極大値（表 6.10に記載する x・y の
範囲に対応する温度の最小値・最大値）における，従来方法に対する提案方法の計算値の絶対誤
差を示す．従来方法に対し，提案方法 form2-lerpでは約 7:94～42:6K，提案方法 form2-lerp'で
は約 7:11～18:5K，提案方法 form2-ann では約 8:79～44:6K の絶対誤差が算出された．これら
の誤差の要因については 6.5.4で後述する．
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(a)x = 78mm (b)x = 125mm (c)x = 233mm
図 6.25 Transverse proles of temperature
図 6.26 Time-averaged temperature distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.27 Time-averaged temperature distribution (reacting, method form2-lerp)
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図 6.28 Time-averaged temperature distribution (reacting, method form2-lerp')
図 6.29 Time-averaged temperature distribution (reacting, method form2-ann)
表 6.10 Comparison of calculated values for each method (temperature)
Position Value form0-lerp form2-lerp form2-lerp' form2-ann
x = 78mm Maximum
1280:9K
1250:5K 1272:3K 1236:3K
(y = 0～25mm) temperature ( 30:5K) ( 8:66K) ( 44:6K)
x = 78mm Maximum
1218:9K
1261:4K 1235:2K 1210:1K
(y = 25～50mm) temperature (+42:6K) (+16:3K) ( 8:79K)
x = 125mm Maximum
2138:3K
2111:2K 2131:2K 2156:9K
(y = 0～50mm) temperature ( 27:0K) ( 7:11K) (+18:6K)
x = 233mm Maximum
1474:6K
1482:5K 1456:1K 1497:0K
(y = 0～50mm) temperature (+7:94K) ( 18:5K) (+22:4K)
6.5.4 本解析における従来方法と提案方法の計算値の差異について
本解析における従来方法と提案方法の計算値の差異（表 6.9，表 6.10）は，各方法における
(1)Flameletテーブルを用いて算出する混合気体の熱化学量の違いや (2)熱流束項の算出方法の違
い，(3)人工ニューラルネットワーク（Articial neural network，ANN）の近似精度，(4)非定
常流れ場の時間平均，に起因するものであると考えられる．
(1)について，提案方法（form2-lerp，form2-lerp'，form2-ann）では Flameletテーブルの出力
変数に混合気体の熱化学量を設定したが，従来方法 form0-lerpでは各化学種質量分率を Flamelet
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テーブルから参照し，その後各化学種質量分率の総和を 1に調整するため，最終的に算出される
混合気体の熱化学量（ガス定数，定圧比熱，エンタルピなど）は提案方法と厳密には異なる．ま
た，第 4章で述べたように，ANNの近似精度向上の観点から，提案方法 form2-ann・form2-lerp
のテーブル 3では入出力変数を変更しているため，提案方法 form2-annの Flameletテーブルの
ANN が完璧な精度を有する場合にも，提案方法 form2-lerp・form2-ann の計算結果にはわずか
な差異が生じる可能性がある．(2) について，提案方法では熱流束項を連鎖律に基づき分解する
ことでその一部を Flamelet テーブルから参照するが，従来方法では計算領域の各化学種質量分
率の空間勾配から算出するため，熱流束項も厳密には異なる値を示すといえる．また，提案方法
form2-lerp・form2-lerp' についても，第 4 章で述べたように熱流束項の算出に用いる @e@xi，@f00@xi
の定式化に違いがある．(1)～(4)の要因により，各方法はそれぞれに対してわずかながら異なる
結果をもたらす可能性がある，これらの要因の切り分けや数値解析に与える影響の評価は今後の
課題となる．しかしながら，本解析における各方法が示す計算結果（図 6.14～図 6.17，図 6.19，
図 6.20～図 6.23，図 6.25，図 6.26～図 6.29）は全体としてよく一致しており，提案方法の定式化
と Flameletテーブルは，従来方法と同様に実際の燃焼数値計算の中で良好に機能していると考え
られる．
6.5.5 瞬時の物理量分布
参考として，燃焼条件の従来方法 form0-lerpにおける中心面の瞬時の各物理量分布を図 6.30～
図 6.43 に示す．提案方法 form2-lerp・form2-lerp'・form2-ann の瞬時の物理量分布も従来方法
form0-lerpと同様の傾向を示しているため，ここでは従来方法 form0-lerpの計算結果を代表とし
て掲載する．
 軸方向流速
図 6.30 Instantaneous axial velocity distribution (reacting, method form0-lerp)
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 温度
図 6.31 Instantaneous temperature distribution (reacting, method form0-lerp)
 Flameletテーブルの入力変数（混合分率，スカラー消散率，混合分率の SGS変動成分）
図 6.32 Instantaneous mixture fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.33 Instantaneous scalar dissipation rate distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.34 Instantaneous mixture fraction variance distribution (reacting, method form0-lerp)
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 化学種質量分率
図 6.35 Instantaneous N2 mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.36 Instantaneous H2 mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.37 Instantaneous O2 mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.38 Instantaneous H2O mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
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図 6.39 Instantaneous H mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.40 Instantaneous OH mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.41 Instantaneous O mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
図 6.42 Instantaneous HO2 mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
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図 6.43 Instantaneous H2O2 mass fraction distribution (reacting, method form0-lerp)
6.6 計算性能
本解析における各方法（form0-lerp，form2-lerp，form2-ann）の計算性能を表 6.11に示す．提
案方法 form2-lerp・form2-lerp' の計算手順の違いは @e@xi および @f00@xi の算出過程のみにあり，計
算性能の違いに及ぼす影響は少ないと考えられるため，提案方法 form2-lerp'の計算性能は提案方
法 form2-lerpに代表させ評価を行う．表 6.11の計算時間は，表 6.5に示すスーパーコンピュータ
を用い実行した 1000 iterationの計算（CPU：1.975GHzを使用）から，1 iterationあたりの時
間を見積もることで算出した．表 6.11の全メモリ使用量はプロファイラにより測定した数値解析
の 1プロセスあたりの平均のメモリ使用量を意味する．
また，線形補間を用いる方法 form0-lerp・form2-lerp の Flamelet テーブルのメモリ使用量は
｛8（係数の数）データ数｝8（倍精度浮動小数点型）byteとして算出し，従来方法 form0-lerpは
式 (6.8)から，提案方法 form2-lerpは式 (6.9)からそれぞれ計算する．ANNを活用する提案方法
form2-annの Flameletテーブルのメモリ使用量は，｛重みとバイアスの全要素数+全ての層数+
入出力の正規化に用いる値の数｝ 8（倍精度浮動小数点型）byteとして算出し，表 6.12のように
計算する．
表 6.11 より，従来方法 form0-lerp に比べ，提案方法 form2-lerp により全メモリ使用量は約
2.97倍（Flamelet テーブルのメモリ使用量は約 8.70倍）に増加したが，計算時間は約 0.878倍
に低減したことがわかる．提案方法 form2-lerpのメモリ使用量の増加は主に，新たに追加した偏
微分値の Flamelet テーブルに起因し，計算時間の低減は定式化 form2により各化学種質量分率
の空間勾配計算を排除したことに起因する．また，各化学種質量分率の空間勾配計算の排除は全
メモリ使用量の低減にも影響を与えている．これに対し，提案方法 form2-annでは ANNの活用
により全メモリ使用量は約 0.508倍（Flameletテーブルのメモリ使用量は約 2.9110 4 倍）と大
幅に減少し，計算時間も約 0.946倍に低減している．
従来方法に対する提案方法の計算時間の増減に影響を与えている計算手順を表 6.13に示す．本
研究で使用した水素-空気化学反応モデル（9化学種）では提案方法 form2-lerp・form2-annの計
算性能の優位性は小さいものであるが，これらの方法では化学種数に依存する計算手順を完全に
排除しているため，反応が含む化学種数の増加に伴い優位性が増していくと考えられる．
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表 6.11 Computational performance (H2-air reaction model [74,103]: 9-species)
Method form0-lerp form2-lerp form2-ann
Input/output Conventional Proposed Proposed
Data retrieval Lerp Lerp ANN
Calculation time s=iteration 0:728
0:639 0:689
(0:878 times) (0:946 times)
Memory usage (total) MB 289:5
860:2 147:0
(2:97 times) (0:508 times)
Memory usage (amelet table) MB 75:3
655:2 0:0219
(8:70 times) (2:91 10 4 times)
8 (201 50 13 9) 8 10 6 ; 75:3MB (6.8)
8 (201 50 13 1 + 201 50 13 6 2 + 201 59 20 36)
 8 10 6 ; 655:2MB　 (6.9)
表 6.12 Calculation process of memory usage of method form2-ann
Bias
1 7 + 4 + 1 = 12
2 (12 + 12 + 12 + 6) + (15 + 15 + 15 + 6) = 93
3 (15 + 15 + 15 + 1) 2 + (12 + 12 + 12 + 1) = 129
Weight
1 3 7 + 7 4 + 4 1 = 53
2 (3 12 + 12 12 + 12 12 + 12 6)
+(3 15 + 15 15 + 15 15 + 15 6) = 981
3 (4 15 + 15 15 + 15 15 + 15 1) 2
+(4 12 + 12 12 + 12 12 + 12 1) = 1398
Normalization (output)
1 1 2 = 2
2 (6 2) 2 = 24
3 (1 2) 3 = 6
Normalization (input) 1-3 4 2 = 8
Number of layers 1-3 4 + 5 2 + 5 3 = 29
Total 1-3 2735
Memory usage 1-3 2735 8 10 6 ; 0:0219MB
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表 6.13 Calculation procedures that aect calculation time
Method Reduced procedures Increased procedures
form2-lerp
Calculation of @
fY
@xi
Calculation of @e@xi ,@f00@xi
Calculation of mixture properties Data retrieval of additional table
form2-ann
Calculation of @
fY
@xi
Calculation of @e@xi ,@f00@xi
Calculation of mixture properties Calculation of ANN nonlinear function
Data retrieval by binary search
そこで，表 6.11から得た結果をもとに，一般的なケロシン-空気化学反応モデル [115] を例として
計算性能を見積もる．ケロシンを始めとする炭化水素燃料では，水素燃料よりも各化学種質量分
率 fYの応答曲面が混合分率 eに対し緩やかに変化する傾向がある．応答曲面に急激に変化する領
域があるほど ANNによる近似が困難になることを踏まえると，ケロシンでも本解析（水素燃料）
と同程度かそれ以上の ANN の近似精度が期待できる．また，提案方法 form2-lerp・form2-ann
では，燃料・酸化剤の組成が変化した場合にも Flamelet テーブルの入出力変数の数が変わらな
い．したがって，使用する化学反応モデルが水素からケロシンに変わる場合にも Fameletテーブ
ルの計算コストは全く変わらず，化学種数に計算コストが依存していた従来方法に比べ，提案方
法の優位性が際立つことが予想される．
従来方法 form0-lerp と提案方法 form2-lerp の計算時間の差は主に前者の化学種数に依存す
る計算手順のみに起因すると考えられるため，表 6.11 のこれらの方法の計算時間の差および
Flameletテーブルのメモリ使用量が化学種数に比例して増加するとして，ケロシン-空気化学反応
モデル [115]（209化学種)に対する従来方法の計算性能を算出する．これに対して提案方法の計算
時間・メモリ使用量は使用する反応によらず一定となるとすると，ケロシン-空気化学反応モデル
に対する各方法の計算性能は表 6.14となる．ここで，表 6.14の従来方法の計算時間は式 (6.10)
から算出した．
表 6.14より，この例では従来方法に対して，提案方法 form2-lerpの計算時間を約 0.236倍，全
メモリ使用量を 0.438倍（Flameletテーブルのメモリ使用量を約 0.375倍）に低減し，提案方法
form2-ann の計算時間を約 0.255倍，全メモリ使用量を約 0.0749倍（Flamelet テーブルのメモ
リ使用量を約 1.2510 5 倍）と大幅に低減することが期待できる．
(0:728  0:639) 9 209 + 0:639 ; 2:706 s=iteration (6.10)
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表 6.14 Computational performance (kerosene-air reaction model [115]: 209-species)
Method form0-lerp form2-lerp form2-ann
Input/output Conventional Proposed Proposed
Data retrieval Lerp Lerp ANN
Calculation time s=iteration 2:706
0:639 0:689
(0:236 times) (0:255 times)
Memory usage (total)MB 1961:8
860:2 147:0
(0:438 times) (0:0749 times)
Memory usage (amelet table)MB 1747:6
655:2 0:0219
(0:375 times) (1:25 10 5 times)
107

第 7 章　 結論
第 7章
結論
本研究では，圧縮性流体解析に事前作成した熱化学量のテーブルを活用することで反応性流体
における圧力伝播を効率的に再現する圧縮性 Flameletモデルに着目した．本モデルを用いる数値
解析では，低Mach数近似を用いる従来の Flamelet based modelを用いた数値解析とは異なり，
動力学的圧力の影響を考慮したエネルギー輸送方程式の計算を行う．このエネルギー輸送方程式
の計算過程において，各化学種質量分率の空間勾配の情報を得る必要性や，局所の各化学種質量
分率と全エネルギーから陰的に温度および圧力を算出する必要性から，本モデルではテーブルの
出力変数に各化学種質量分率を設定する必要があり，燃焼反応を構成する化学種数の増加に比例
してテーブルのメモリ使用量が増加していく問題があった．
本研究では，圧縮性 Flamelet モデルに対し，エネルギー輸送方程式の熱流束項に着目して連
鎖律に基づく新たな定式化を提案し，人工ニューラルネットワーク（Articial neural network，
ANN）を活用することにより，本モデルの計算性能の向上（計算時間およびメモリ使用量の低減）
を実現した．本成果により，超音速燃焼や燃焼振動の再現に必要不可欠な反応性流体における圧
力伝播を，燃料や酸化剤の組成によらず，従来よりも高効率に再現することが可能となる．本成
果は航空宇宙機や自動車，発電など様々な分野の燃焼技術の発展に資するものである．
本研究から得られた成果の詳細を以下に示す．
各化学種質量分率の空間勾配計算を効率化する定式化の提案
本研究では，熱伝導やエンタルピの異なる化学種の分子拡散によるエネルギー輸送項に含まれ
る，各化学種質量分率の空間勾配を連鎖律に基づき分解する定式化（form1）を提案した．定式化
form1では各化学種質量分率の空間勾配を，テーブルの入力変数方向の各化学種質量分率の偏微
分値と，テーブルの入力変数の空間勾配に分解する．出力変数を各化学種質量分率とする従来の
テーブルを微分可能な関数で近似することで，前者をテーブルの近似関数の微分から算出し，後
者のみを数値解析から得ることで各化学種質量分率の空間勾配計算を効率化する利点がある．
このアイデアは各化学種質量分率の空間勾配や一階の勾配に限らず，支配方程式に熱化学量の
空間勾配を含む項が存在する場合に有効であることから，本研究で着目した熱流束項以外にも
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様々な SGSモデルへの活用が期待でき，Flamelet based modelにおけるモデルの拡張に起因す
る計算負荷（Flamelet based modelを圧縮性流体解析に適用することで生じる各化学種質量分率
を始めとする熱化学量の空間勾配計算による計算負荷）の低減にも有効である．
化学種数の増加に伴う計算負荷の増加を抑制する定式化の提案
本研究では，熱伝導やエンタルピの異なる化学種の分子拡散によるエネルギー輸送項に含まれ
る，各化学種の比エンタルピの空間勾配の総和を連鎖律に基づき分解する定式化（form2）を提案
した．定式化 form2では各化学種の比エンタルピの空間勾配の総和を，テーブルの入力変数方向
の比エンタルピの偏微分値の総和と，テーブルの入力変数の空間勾配に分解する．前者を出力す
るテーブルを事前作成し，後者のみを数値解析から得ることで化学種数の増加に伴う計算負荷の
増加を抑制する利点がある．
また，定式化 form2に基づくテーブルの出力変数が (1)混合気体のガス定数，(2)混合気体のエ
ンタルピ温度多項式の係数部，(3)テーブルの入力変数方向の各化学種質量分率の偏微分値とエン
タルピ温度多項式の係数の積の総和，と設定できることを示した．
上記の定式化との相乗効果を生むANNの活用方法の提案
本研究では，上記の定式化との相乗効果を生む ANNの活用方法の提案とその精度評価を実施
した．まず，本研究における ANN活用の有効性を裏付けるため，厳密解が既知のテスト関数と
その偏微分値に対して，ANNと線形補間による近似性能の比較を行った．この結果から，ANN
は線形補間に比べて約 0.9～8.7倍の計算時間がかかるものの，隠れ層の 1層あたりのニューロン
数を 12とする大規模な ANNでも計算時間は 5 10 7 s以下であり数値解析に組み込む上で問題
ない範囲であること，線形補間の約 1  10 5～0.15倍にメモリ使用量を低減することを示した．
また，隠れ層の 1層あたりのニューロン数が 9，12の ANNでは，データの分割数が 100の線形
補間よりも優れる平均絶対誤差および最大絶対誤差で，テスト関数だけでなくその偏微分値につ
いても近似可能であることを示した．
続いて，定式化 form1に基づくテーブルに ANNを活用する方法を提案し，水素-空気化学反応
モデル（9化学種，19段階反応）の層流対向流拡散火炎の解をもとに，化学種を 5種類のグルー
プ（不活性ガス，燃料，酸化剤，生成物，中間生成物）に分け，各グループに対応する ANNを作
成した．また，これらの ANNの予測値と層流対向流拡散火炎の解の比較から，ANNの算出温度
の最大相対誤差が約 3.88%，混合気体のガス定数の最大相対誤差が約 1.00%であり，数値解析に
用いる上で十分な精度を得られることを示した．
さらに，定式化 form2 に基づくテーブルに ANNを活用する方法を提案し，ANNの近似精度
を向上するため，テーブルの出力変数を (1)混合気体のガス定数，(2)混合気体のエンタルピ温度
多項式の係数部，(3)テーブルの入力変数方向の比エンタルピの偏微分値の総和，と設定した．水
素-空気化学反応モデルの層流対向流拡散火炎の解をもとに ANNを作成し，ANNの予測値と層
流対向流拡散火炎の解との比較から，ANNの算出温度の最大相対誤差が約 0.607%，混合気体の
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ガス定数の最大相対誤差が約 0.404%であり，数値解析に用いる上で十分な精度を得られること
を示した．また，ANNの非線形関数自体の計算負荷を考慮すると，圧縮性 Flameletモデルの計
算性能の向上には定式化 form2に基づく方法の有効性が高く，支配方程式に熱化学量の空間勾配
を含む項が増加する圧縮性 Flamelet モデルの拡張モデルなどでは，定式化 form1に基づく方法
の有効性が高まることを示した．
実燃焼器を対象とする数値解析による提案方法の計算精度および計算性能の評価
本研究では，圧縮性 Flameletモデルの従来方法と定式化 form2に基づく提案方法を用い，ドイ
ツ航空宇宙センターのスクラムジェットエンジン試験燃焼器を対象とする数値解析を実施し，計
算精度および計算性能の評価を行った．まず，実験値および先行研究の計算結果と本計算結果の
比較を行い，定式化 form2に基づく方法が従来方法に対し，計算領域の密度勾配・軸方向流速・
温度分布を，計算精度を落とすことなく算出することを示した．また，定式化 form2のテーブル
に ANNを活用する場合には，従来方法に比べ計算時間を約 0.946倍，全メモリ使用量を約 0.508
倍（テーブルのメモリ使用量を約 2.91× 10 4 倍）に低減することを示した．
本結果は水素-空気化学反応モデル（9化学種）に対するものであるが，提案方法では化学種数
に依存する計算手順を完全に排除しており，炭化水素燃料の燃焼現象のように考慮する化学種数
が多い場合には計算性能の優位性がさらに大きくなる．水素-空気化学反応モデルに対する計算
性能をもとにケロシン-空気化学反応モデル（209 化学種）の計算性能を見積もると，従来方法
に対して計算時間を約 0.255 倍，全メモリ使用量を約 0.0749 倍（テーブルのメモリ使用量を約
1:25  10 5 倍）と大幅に低減することを示した．ケロシンを始めとする多くの炭化水素燃料で
は，水素燃料よりも各化学種質量分率の応答曲面が混合分率の変化に対し緩やかに変化する傾向
があり，応答曲面に急激に変化する領域があるほど ANNによる近似が困難になることを踏まえ
ると，炭化水素燃料でも本研究で使用した水素-空気化学反応モデルの場合と同程度かそれ以上の
ANNの近似精度が期待できる．
最後に，本研究の発展性と今後の課題を述べる．本論文で扱う超音速燃焼場の他にも，燃焼振
動やノッキングなど，時間的・空間的な圧力変動の予測が必要な燃焼現象に対する圧縮性流体解
析の重要性は高い．近年，航空用ジェットエンジン燃焼器では炭化水素燃料による亜音速燃焼場
を主として，部分予混合燃焼を利用した窒素酸化物（NOx）低減の取り組みが進められており，
燃焼振動の抑制や排出物特性の評価が急務となっている．一般的に，燃焼振動のように周期的な
圧力変動を長期に追う解析や，NOx生成のように遅い化学反応を扱う解析，炭化水素燃料および
亜音速燃焼場を扱う解析では計算時間が膨大となる問題がある．Flamelet based modelによる計
算時間短縮の利点が大きく，工学的にも重要性の高いこれらの対象への本成果の活用を今後の課
題とする．
この目標の実現に向け，Flamelet based modelにより再現可能な現象の制約についても議論を
深める必要がある．本論文で着目した圧縮性 Flameletモデルでは層流対向流拡散火炎の定常解か
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らテーブルを作成するため，予混合火炎の伝播性や着火の過程を再現することはできない．上記
の実現象を詳細に捉えるためには，火炎伝播には G方程式，着火には Unsteady amelet model
など，関連手法への本モデルの拡張か，もしくは新たな拡張モデルを提案する必要がある．また，
本論文で提案したアイデアのさらなる検証も必要となる．テーブルの出力を用いて算出する混合
気体の熱化学量の違いや ANNの近似誤差などの各要因が実際の燃焼数値解析に及ぼす影響の切
り分けとその定量的評価，ANNの高精度化が重要な課題である．
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